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2 M KM 01 UK

donl idiacnno soru mosuroo iliins lino nTlainr din'rliun, n p;u hi -I'uiM

Oftl'taill!) Origilll! 0, Ol suppOSOllS qilr rrllr nn^inr -.nil l.i iiinnr {unii

Unites COS longUOUI's. Si (III rayim mnl>ih', rninplr ninni' ;i p;nln <ln

point 0, lourno ;nilniir do c.r
jxiinl

<l:ins Ir phin ilmini', >l ^llin.i < <

ijui!
nous itppollid'ons iin riUHu't'tnttnl ill' rodttti'ii <\>- i IMI .. <>i uu

motwament dc rotation dc ,v on /', snltm
iju'il |i;i'.

.<T; li'rm.ini

1'an^lo (,'', J'j,
do la iliivdinn / a la ilirci'liun \, mi <Er l,i ilu r> him i .<

la ilircrlinn /. [' n ur ilislin^nrr plus I'ln'ili'innil , d,iu-. 1.- .fi,f,.in ., rt

dans los fornnilos, i;os donx niiHivoini'iils 1'un di- I'iiuhc, nrni'i In

coi'onsjdans loplaii do I'an^lo (/-..v), di'iix JIM-S rnurdi.iinr^ i|i. .t .-I v

(|ui passoroiil par I'ori^inf! 0; o(, rii iimniiianl \, y <lnt\ IHI;MIMH-,

itiusuroos a
pai'tir do ml lit uriffinc nur Irs di'nn-,i\i", df. ,i 1-1 .

poaitivos, nous appollornns inouvonionl dc ntlaliuii ihwt ..din .pti

s'cH'adtiioi'H dans lo inftino sons
ijiiit

Ir iiimivrmrni di- n.l.dh,,, ,|,. -,

on
y, t iiiouvoiniMit

!///,/'//(//'. rolni(|iiis'i'lV(irluiTii cu ,ru., r

Do plus, nous I'opi'osonl.nnins.dans i:r MonmiiT, |i;n la Mtujdc

UNO qnantito qni, ayant, pom- valour nnmoriquo I'nnilr. MT;I pnsiltu-
on nogalivu, suivanl quo lo mouvomont do rotation dr r on x MM,.

direct on
i'iU,ro^nule; on sovto qu'ou aura, ilatis Ir pn<mior .M.,.

I/', .V) I,

dans lo second cus,

(ieln poso, los doux nofatiuns

, dans nos fonnulos, doux quanlih-s allrrlr^s ,),. .jg,,,,
conlrairos, mais nquivuiontos, au si K ,,

pri-s, ft I'unilo; ,. snrto
,,'.,



si :

i; I.KS IIKSI I.T\ NTKS

AjnlllntlS I|IH', si I'nil IMIMIIIII'

M Ir-. a\r-i nmnloniii's sntil rc.-lan^iilaiivs, alurs. Irs drnx direr

Ihuui \, y I'lanl
|M'rjn'inliriilair(ih rntrr cllcs, nnr (rnisirnir [lirrrlinn ;

It'ritH'ra
liiiijiiiir>,, avi-r h"i dni\ nnMiiiiTrs, di-ux aiii'li 1

-;

,- <u H K ni-. :in

iii.'iiiM, r.i-, t; \ MTU jinMlit mi iii-^ilil. hinviiiil
ijiic ran^li- ( /. \ )

.t'lii itij^M mi nliliiM. Dr. thus Ir
(n-i'ttiiiT ras. r r| \ i'M;iiil ^ilurs il'itn

Mii'Mir rnli' par r;i|i|itir|
,i l'a\i- ilrs )

,
Ir niniiM-iiiiMil lie ruliilinn dr /

r*n \ MITU ili'tiil, rniMiin* !r limn vi'int'iil <ln I'ulalirtit i|i- \ rii \; r|, par

I'tMhit'tuoil, "ii aura

" II|V1 tl ...... '"i' (l 'M''. mi I'tHilrum 1

, / rl \ riant ^ilur-. dr deux nHt's

u|i|).
(,!->

|

( ;ir
ra|i|itH't a l'a\i- ilt--, i

,
Ic itions niiriil dr rnl.iliaii \\\\ r t-n v

rti'l'il I'l'lrn^nnlr, |Hlisi|u'll -'idti'i-hlrla ril -ii'li". illVtTSi' dll lllnllVIMMt'llt
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u x fin y; on aura done

Donti, dans Ions lus ras, 1<> si^nc dr rns(/-, x ' sen
|iivri

.mintf I.

signo de
(/', y).

On prnuvora, di' inrnir, I'idi'iilili' ilu M^iir dr '"*>' >
, \

(jt <lu siftiio
tin (x,/

1

). DiiiK!, pour ublmir dp:. pr.nluiK r;.';iu\ .m\

dosiiius

I'll'i i /', \ ), I'll'- ( ,
V '.

II sul'fira dc ntnltipliiu' liuirs vali

pur IKS lauLnurs

cti sorlo (ii'oii aura

Snpposons, mainlpiuinl, qni' Ic.s lon^nrui's

/', ,v, /

lonjours imwui'Ao.s ;i parlirdu puinl <), snirnl diii^i-i, .I'litii' uj;itnrir

(|uelcoii(|ui! dans IVspar.r. ),n mmivtni I dr rnlulimi tl'nn IM\,,I,

moliliM|ui,(jii d^nrivanl ran^li! (i\.\), passi-rn dr / <-n *,
j

m i-n.-

(le deux osptVios dill'iM'tuiUis, IUMI si'.tili'iiii'iit rn luiHurmi', mai^ nn .M,-

par rapport a la diriiclioii
d'unnloiifriiiMir t mrsimV ;i |i.iiin .In jnuni ti

on doliors du plan (/,,*). Kii (dl'iil, ni iiuniviuiii-nl jtmimi '.'t'llrrinn

c'csl-a-ilirepur rapport it nn
sponLal.iuiri|iii, uvntil IIH pinln p.^i .

luplan(/',j), scrail apptiyo contro Iti tlrmi-uxr, stir h*i|uH -M* im-Mirr
la longueur /. Mais il

Jmporli? il'nhsnrvrr
.jnn si 1,-

niyn,, mM |,,l,,

pamonrtruneaprtssraiarn |<>s Ir.ds limits do
r;ni|{lti H..li.hi mu ;, nmn

ai'6tcs
;-,

j el (, on luurnaul
l.onjotirs dans h, mmn.- ,s.-n, :t uimir ,h.

point 0, do maniero, par ...xompln, a d.H-rin- Hum.ssivi.|n,...l 1-, in,,,

anglos plans (r t }) t (,}), (/, ,) t | (!H ,,.(lis Immv ,, |I|( ,ms ,, ri)|
.

||ii||( (|)i r



si n i,i'>- iu ;:si I,T\ vn-;s. :i

''" ' i'Ulniir ill- /, dc . en / anlnnr dr /-, cl dc / en /-nnlniir de i, srr

Ions !<> Iniis de meinr cspccc, e'esl a-dire
,|n'i|

s s'rll'crl nrrnnl I. MIS

l'' s l'''"' ; 'I'
1

;iiirlir ii drnile, mi |, M)S | rs (rn i s ,| r drnile a Kiinclir,

a n lour dcs dircrlmns r, ,\, r. A I'm dc ponvnir rerun nail re plus aisrinrnl,

dans Ir disnnn-H rl dans Ir calenl, la nahire dcs inonven Is dnnl il

Irarerons dans I

e'.jiaer Irnr. axes cnordniiiics des ,r, }-, z

il p;ir I'nricinc ( i
; cl ci

l"'"' 1 i'ii^i I-- MH--iin't's ;i jiarlr r r,r((i- nri-ini' snr Ics ilfii

( li' ; '

''..
''I

|'nsil i\ i",, u i itr.
;i|i|ii'l)i'rmis */(/;/ nil irlni^nii/i' Ii

vrnn'nl dc mtiiliun dr ; en ;iil(niii' dr In dim-lion /. stiiviinl !|ur IT

inniivi'inrn! MTU uu nr -iiTu
\\-.\-.

dr
['(^HI'TI- dc;, Irnis niiiuvt'iiiciils ilr

niliiliitn dc \ rl \ .iiiliinr dc /, tic \ rn ;, iiiiloiii' dc \, cl dc / en \

it'ilntir dr \. lie
jdir., i -i

rc|tn'"ifiilrniiih, dans cc Mcinuirr, par la

'

ipLinl Mr ijiii,
a\anl |iotir valrui iiiiinrnqnc riinilf, sera nn^ilivr

UN ni'|.sili\'', MI i van I

ij
lie Ii* moil vein en I ill* rn tilt i Ir r rn \ sera dirrrl

MM I'rli'n^riidi' ; rn Mir|e t|ii'un aura, dans lc |in'inicr eas,

.cla |mm
i

, Irs si \ nnlal inn

rc|ircM'tileriifil lunjmit *, iLins ii"ri rail-ill--, drs i|nan(ilcs t'i|iiiv;ilrnlr>,

fill ''Igii^ |in'i',,
a rnnilc, cl IMT.S I'nli'c idles piir la t'lirnnilr

1 .

' ^ 1 . \, I ) \ \, t. i \ 1 I
.

I
,
\* it 1,4* M , / ,

f I S/,*./
1

!.

ijnc, M I'm



dps longmws ninsuiTi's 11
piirlir Jr I'nriKi

nos ii cnllfis dos

on mini

nl, pur stiilc,

(^' "'. A'.

li's valours
qn'nlliis aiiriiiiiiii

'

porlAlwpllr,|| h |

, ......

asuraieiii louh-s ;i partir il'iiin' nir-iiii 1 nn . I
1

nous (! I (in drons I'lisaun ih-s nnfahu,,/, j
''

" '''
*'' '''

'il'Ut'ron-i iiu\ iiMt.iiiMh .

areo I., artlp , , , '

' '' ' '""" "'"'"'> I
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Slill f,KS KKS11LTANTES. 7

joinles an Lhuorcme VI de In page 3i i du III" volume ('), les formulas

connues
t|ui servont h determiner le cosinus on le sinus tie hi sonnim

ou de hi difference de deux arcs. En ctfel, soienl

deux longueurs incsurees flans nn mo mo plan, fi parlir d'uno oorlain

origins 0, el,

x
> y

deux aiitrcs longueurs mesurees, a partir do hi iniHiio (iriginc, sur

fleux axes des x etj perpcndiculaires onlrc mix. Ln tlioorftmn VI dc

la page 3ii du III
e volume donnora

', x)oos(.s, x) -|- nos(/', v) <ios ( *, }) .

Mais, en egard a la secondo des ft^mules (l\], on jmra

ros(r, y) = (x, /')8iii(/v\), co,s(.s
;

,^y) .-.^x, .v}in(,T, x).

Done on tirera, de la formule(8),

(9) cos(/-, .T)~COS(/-, x)oos(,s, \) -h (x, r) (_x, *) sin
(/'', x) siii(,O^).

Concovons maintenant que Ton pose, pour aJircgor,

Si les longueurs/-, s sont situees d'un memo o<H6 dc I'axo dos A, on

aura evidemmont

(x, r)(x f f) = i,

et, par suite, la formule (9) doiinom

(
I0 ) cos(

-- A) r=: cos a cos A -I- slim H

Si, au contraire, les deux longueurs /-, ,y sont

() (Euvras de Cauchy, s6rio II, I, XIII, |), 348.
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: .M i > i n r:

Hid'emils tin Taxi 1 dcs .r, mi ;iur;<

Kit pin
1

sniltt, hi fiH'miilr (if) inimrr;i

( I l) l'MS(ifl i /J I CUM* l'i>' A Mr . :
1 II

-

D'uilllilll'S, Ins I'llI'milll'S
( Id), ( I I I. ;ilir<l I'liMir,

|>.>ii|
i.

rhamni ilits arch's a, f> i-sl
pnsilil'i'l mien, m .,

,
. .Mi

MVidlUIIIIKIIll (111 SltJtsisIlT, Si 1*1111 y l':ill iT*>|ti. !-. i,.t(l< , tt,.'

<lll <M1S fill-ins (1*111)
Illltlfijilc (|llf>|ci)||i|1lf

ill- . Mir- n!. ,, !<<,,.,,! ,),,,,,

pour (Irs viilnnrs
i|iii!lrnm|iii!s. pinilivi H.'LMIU.',, .!, , ; ,-i j. A

Ajoulniis (|im, si, il:iHK Ics Innniil,', M ..i. ,11-, |'., n
i.-nipJ.^

-

.-

r, .

par
-

a, on en (ir^

Avanl.

'"''

s coucisnM o, plus nr.il,s a rHnu,, ,,,.. d,, H ,, l<t|11 ,.,,,
Icmoul par

ft
p i ail (,,,.

l'
J ' rall

....... '"'" ...... I'M,,
.........
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lr;i !,;uis
|,,-im> Irs v;ilnu's il

en npi'i';int minim 1

il siul :

Si, uprt-s iivnir ruuM,,,,! Ir
parjilli'.|n K r;iMinir il.ml Irs rulrs snnl /

''' ' ""
I

11
'

11 " 11 '

I" HM
"

|t; ' M ' (lr ni
|':'i-;ill.-ln ( (i"iiHiiir f I;. hiuUnir srra

rt'pn'M-nlct' p;ir Ir pnuliiil

|n '"' I'-'"' 1
'

'I'" p'tl.illrl.^nmnn.' .

lt
. r ;i pniptirhuinirllc.

ili'lfl'inill.T ilc i';m
{
;lr i

/, ,
i, ,,,

|
( i ul | n ,|

1
i > < .1.1

.'. ;iv..n i-.

tlnilf If* itn"
1 !.*. r, ,, t M'

.-.HijH-itl ,tti piiinl (I. .111 i'|r\h, |.,if
i't'

|iiiillt,

I't

giii'Mi in."mid", ntir ri"i II.M-, iM'iiM'mt-MiitrtH, it |m*niM*n'

In itii'-uiM .'.(.'
.pn- I'iirt-m

jt.tr r.tjip.M'l ;ui
|>!;tn tl' Tiinglt' <*. / 1, In

"nv.iiiilrtlii i.t riur ,'..(.. t

|iti'
l';avli' jur rMjtjiMrl ;tn

jilaiMlt* run-in (/,;'.

!; iruitM'm.* ,lu u^iiif t-Mii'
tjiiM I'.tii'ii' / pur titppurt tin plan ilr

r;*nl' <r, i , Si I'MH
j.r.-n.l pmir |IH ilit (

p;ir;illrlipipM(|it li- puralli
1 -

loj*r (uiiint' i|iu ;i pkiiir nMi"s / fl j. cl
pntli uil'i' l prndtliL

1 1 ".ill V |
,

'i

\|1



to

la liaufmir eorrespomlanl it relic Itase, sera evidemriM-nl

Done, Id volume (III parallolipipede sera, pniir
drs valenr:. ili'lr

/
,
\ \ / ,

,

\

dos angles (i' t
s)

t ((,'f), pniporliiiimel an pmdinl m. rl ri> vn

sura oxpritni'! par lc proiluil

rxl sin \ /', v
/

1 1'"\ ',
/ /-

Knlin, si Ton rnduil. rharnne des loii|(iimirs i\\i a I'miilr, Ir v

On ohlinntlra dc mniiin, en iM'lian^rant Ins iirrhih ', ^, / rnlrt

dmix aiitros valdiirs do
|/-,

.*, / qni srnnil. aver la
iii'i'i-nlriili

1

,

par la I'ormule

(l()) |/', ,v, /]
.-.:

-sili^.v, /) M*(i\ it) MII(/, r) i'ii 4 (i, N') iiu( t \ i I i

r,\jnl,-it-dii'o, en d'aiilros lennes, par r^jtuilinn i (1 1 dc la pa^r 1 MI d

III" volume.

l<i}rs(jit'on inlroduiL dans le calrul les deux: ex

aro lnp

par lu produil

,*], I/, v. /

;i pour e.nlos rol ,*, sr Irnnvc

Rl paroilloinnnl le volnmo du
piirallnlipipi'dn ipii a pi.ur aivirs h-,

longueurs r, .v, t, s<> Irnuvn n'pri^onli! par li- prndnil

(18)

Ajoutnns quo les aims dn Iriaiifflp nl du paraHHnHrimim.'. >|in ..m

pour ortlfia / nt
lf| 6l:inl. ontrn olios dans le. rapport iln i a -, I'aii',- ,lu

triangle sera reprfiaeniflo par lu produit



suit i.i-,s ur.si I,T\ VIT.S. ti

l';ti vilh'iiit'iil Irs \iiliinii", iln Irlrarilrr ct ilu
pamlltilipipi'ilr ijui unl

pour im'ih's /. \ i*l /, Hani ruler ru\ ilan-> Ir rappnrl ilr I ii (1. Ir

vnliinn' iln Irl rui'ilrr SIMM rrprrsnilr par Ir nrndint

l',n lii'.-.;!!!!, imiif. iini'|iiiMniis tin niiivi'it Irt'-s
hini|ilf ilr

e
i|iii"-linii ijit'il

nr '.rr;i p:r t inulilc i|<; iniiirr iri, cl nuns rri'lirr

irl'iiii'. IT
i|in' ilrvirnl I'aii'r r\|iriinrr piir

l;i nnl;ilion \r t .\\, qiKinil

lh 1

iit rr i"l
iirnji'ii't-

-.nr mi iKMivritn plan p;ir i-MMiipli
1

, snr Ir plan

riiiif-tlr
'

'/.
' !

,

SiippiiMins tjuc, Ii", liMi^nriir>.

It's pl'"|l'rt littl'. .ilisiiflKV. "'I Hi lll'ignnilh"i lli'S |illl|,!IMMtl
>

nr If plan ilr I'aii^lc
'

/*. '; t-l .nil
-

r;ut^lt- ai^n rnniprirt 1'iiliv Ir

plan
1* ilt'^t tliMix an^ii'M

'

'-. i
,

'

n, r '. mi n-
t|u'nn appi'ltr rinrliii;nnit

ill
1 I'un ih 1 i'i'H platr* -'iir raiiln-, Si !'nn prujrlh' stir Ii' plan ilr

I'an^lt-
( n, ' h 1

paialli'lfij^raimm' i|iu a pour rnlt-ri i ft .t, I'atii' di- la

t' p;ul, mi ,nn.i r\ iilnnniriit

ir I'iinv ill* lit pi'-iji-rUun pnuna t'-lri' rt'pi'i'M'ntt'r ^MiiiM'altMni'nl par

prniiiiit

n- piniluil. / ''I s a I'ti n id-, mi "lidi'inl i',t la prujinlt



(Id I'airo
|
r,.v sill- It! plan dc I'aii;;!!'

I //, r I. lirllc dr. inn r
;n njr, (MM

sera done cxprimi'T. par In
|)nnliiil

ni't \ r, n I I'M'- \ v. ,. I -.in \
,

'

(In n'o.sl:
pjis

loiil. I,'aim dii parallplu^rainiNi
1

>|in
a

\^-\i\
\>-, > \-\

nlanl, rnpnisonlno par In prnduil

ii sul'lira dr. divisor la prnjrcf inn dc re Mr am 1

pai
rrtlr .in r IIK-HM , <ui

,

nn (f'adlrcs (c.i'iiuis, par Ic prodnil (
>

i i, pour nlili'iui !< i jp|i| i

,,
I'M', ( /', 'I ) I

1

)!',' \, ., I '.ill (.
', ,'

(
:\A )

N

;

Mll( I ', \ )

nU'on nhlinnilra nir.nrnrvidoiuiiH'iil Ir DM'-IIIC rappnii -,i !'<>n rr.luil ,i

inoilin I'airc, ilonl, il
s'a^il c( sa pniJKrlinii, i-n Icin itil >iiln,uii Tan.'

dti frian^leinii a pour r.nli-H /, ,v, rl la prujn-timi ill* I'lin-' ilr- ,( in;utj;t.<.

D'aillours, riiui
n'diiipArlin d'allrihtn-r an\ r.'.ir, i, , <),-, |.IIHMII'III'>

Inllos, (|il(>
In Iroisirnn- rtHii dti |ri;n^h< dcvirnnr parallrlr ,m

|.|.HI
ih-

il a la .In.il.' Miivanl I.Miir|| ....... -,,it.t'iil

los plans (ls (kux aisles (r, .v ).(//, .
)

: ( ,i, .MI
Mippu,;,!,! ,,. ..,!.

lion rompli^, on pivnil pour Itasn (lit (rian^l.'. ,-,- in.iM.'-n..- .',,(,-, ti -,r

lirojotl.Pii on loiitit KmndiMir sur I.' plan .Ic I'an^lr i n, r f. p,.
m -

>
,|,. v ,*mr

lahiisn dii triin^lo |
)r.iji, Alm-s. li* tri:(iiK h> .-( M;I

|.r.ij.Titnii ..MViiiil

ilos basos tiKulnii. lours niros s,. n ,,,! onlnt ,-llns da.,, h-
r;,|, t

,,.M a,-,

liautours
c.irrnspondanlos, <M ^HIIIIKI r,-s hanl.M.r, M-r.mi HM-MUT^

sinMlosdroilosporpm.dirulairnsanxdrux I.UM-S, p;,r rM..^,|.,nil. a l:i

(I''i"'- fl'iiHnrsoriion .Ins plans drs dcnx a.. K lrs( ,-,
,

I, I,,, , i, \, ,,,,,,,
<l la sHcoiul.! liauUnr a la promihrn s.ra pr.M-isrnMM.I h- ,. (m (I11 ,, ,1,-

'lnclinaison dos .Inux plans, c',,si-!.-,li r ,| tt |'a, IK |, ,. !,,.. b .

,,,,,

t n K ul i, lWll ,,, |'(m Mnri|| |(Ur

H,,
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. On s Ir

,sn

I ;iuv I

i'i|ii;itinn ( H i tin l;iII 11' i '
inun*

( i, .i|;n . mi dull ohsoi'V't'

il ''';t!.'i(, ;iu lien i|'r(rt' i

IVfUiMKHlaiiVM Mil
u|i|h|lli';.. i'li;n|Mi- Syi|r|IH' r(;<lll

fiilll|MtHl'' ill' ili'lIX (Ml
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tt'n.,,-1 \, < , : . ^,
L
,..,. ), , XM|| Jf li>(





SUIt I.KS IIKSUU'ANTKS.
| fi

sA|.nrH IMS u n ,s,|s (,,.. MOM sr.ilnmonl pr dns vip K |,,s
f mnis

iHissi pur 1,
,,< ; inh'rpos,. niiliv Irs ,|OMX syshW.s. II rsl vrai

,,

snm-
'* <'M.s

,,u,. nous ;m>MS a.lnpl^s ilans IP pn- .......
-

piu^ra
' "" vrrra, dans I.

paraj-riiphr 111, qm .

,,,,,,, si ..... i(t ..... ( | 1|in (

,,,rMl, ,sl iin ; 1V i,, ( |a K
. Irrs ,v,l, rt ( ur Irs ,x

''< 'V
i /', A, I

\

'"si's. 'Minn,,,, ras parlirulHTs, ,| im s Irs rxpn'ssiuMS

Li's mihilinns
i|iir n,u )!t vi-nniis .( pn.pusrr Hani ailmisi*.

lU'HX I'l'S

'.<<",*.. ;'',,/;/(, c,

'li'lini.iH par |i<*
,'quitli.Mis ( i 1 1-(

(.', i, jniiisstMil ilr proprirh-s ([n'il nsl

'"'I'' ( l" lit'M niitnailn-, .'I tpic nmis allons Hurn'ssivoutiuil t'linnriT.

il'iihtint qu'cn vcrln il.-s I'm-Miuh's ( J i nt |J), Hiarmii' i| (
* s

'"' SIMM pa* alli'TH'. M 1'iMi
I'.'hiingi' i-nin- .-nx It's drux sysli-

'I \i's, par nniHi''i|ii(Mi( !I'M th'UV syslt'iiu's (I



Mills rJliininc ilr ri". rnstilLnilr . < li,tn..'i

valiMir mi iin'
i

i'i(iiti', -i i I 'mi rrluiij.jo ch f jv '

Sill' lIl'IIX ;IX('S
i||>|iai'l(li;ml till mrlMr :\

s. ; t

tSl'I'VOIIS I'lli'iHT il

P iir tij 'Ili'i't'tinn nppusrr, KM rll'.M. ,npp. ,.,.,,,
ljtll

,
t .,,,

imunpl.', i, la
l.iitffiinir ,- urn-

InniM,,-,,! ,
. I)H ., nil> ,

'''', ft|>:irlir.l t
. rnn

f!
inr (i. ,, ,!., . , .| t(ll(

Ics angles

l!l

l'i'l .lux nuKlrs. ,l,,,,| I',,,, ,. .,
, , .,,.

"Vi'i: lit iiirini' sinus ,1,.,,,Nl hllllljt
- 'I'-MV .IMIIIIH TIMMX, ,ilu ,,.,

\iilisiirs
iliisri-sullaiili's



SlUt U'.S HKSMI.TANTKS.

On ;tura dour, par sinlr,
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ltniiiari|iions em-tire mir Irs un-lcs dunt Irs rnsinns rnlirnl c

faiMmirw duns la rmnposilion drs divers Imnes drs ileux resnllanles
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[r, ,v; //, c
, [/-,

s
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(Jne aufro propriete remarqnalilo de cos monies rosu I (anlos <;V.s( <m<> \-,\

premiere no sora point alteree si ohacun dcs angles {/', .v), (//, c) v i(!ii(

it tournerautourdu point 0, sans changor do valour, dans In plan qui
Ic renferme, et quo pareillement la scoonde no sura point allmW; si

chacuu des angles solides conslruits avec les anUns r, x, t. ou it, c, o',

tonrneautoni- du point ( sans so deformer. Mais, pour iUtil>lir phis
aisement cette propriete, il convient d'cxaminor siincrssivoniiMil, In cas

pai-liculierdans lequel un des deux systrmos d'axos

on

'' *. < et w,

se compose d'axos perpendiculaires entre oux; puis 1 (!fts grimSral of.
les axes ( | e cheque systeme compronncnt enlro mix des angles quo |-

eonqnes. C'est ce que nous ferons dans les doiix para^raplios suivants.

HI- - Determination tie la rtsnltante wnstnutv <. Mv
rf ^ yiic rf ,,.

quelconywfornieru <n;-r
JMJ perpendicufaiivs enlre eita.

Considcrons d'.bo,d, dans un plan clonno, deux axes i ll | fl fl, 1 i

***
longueurs mesurtM dans ces dflux (ji[

,

ec|ionH
,

g'eOi et supposons, dans le lan de

^memesparl'ongineO.Enfinnommons

x y
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egale, an signe pres a Tangle (/, s), sera positive ou negative, avcc son
sinus, suivant que Ic mouvemont dc rolalion dc > en s sera direct ou
retrograde. Done In derniere des formules obtenues pourra

coiiiine il suit

.

("*) |r, .v; \, v| ~< /', .0 sin \r,

D'ailletirs Tequation (2), ainsi elablie pour le cas ou Ics longueurs r, ,v

seraient tontes deux situecsdu cote des/positives, conlinnerade sub-
sister, en verfu de laformule (7) du paragrnphe II, joinU; a la f'or-

iiuiie (2) du paragraphs I, si Ton stibstitue a I'une des directions r, s
la direction opposee/-'ou.v', siluee du eote des /negatives, et, par suite

encore, si Ton substitue en meme temps /' a ;- eL s' ii ,v. Done la for-
mule (2) snbsistera pour deux longueurs dont chacune pourra 6tre

situee, commc Ton voudra, ou du eote des/ positives, on du cote tles^

negatives. D'anlre part, la quantite positive sin (/CO rcpresente preci-
sement ce que devient la surface du parallelogramme construit sur les

cotes / s de Tangle (;, j), dans le cas oti ces cfttes sont tous deux egaux
a Tunite, et Pexpression

C 1

,
*)

sereduita + i ou a i, suivant que le mouvement de rotation de r
en f est direct ou retrograde, c'est-a-dire dirige dans lo sens du mou-
vement de rotation de ; en j, ou dans le sens oppose. Cela pos6, la for-
nuile (2) cntrainera evidemment la proposition auivante :

titantdonncsdans unplan, un angle droit (x?y), et un

ntfe aigu, droit ou obtm
( s\ qni antpoursommetcommun lepoint 0;

Von determine les qnatre cosinus des autres a

Wefornuront les <**
,, , de tangle ($} avec ies cdth X) y de Vangle
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uo rormoronl, Ins luHes tin I'iii^lt
1

(/'. -v)
fivrr It-s rulrs <!.- i'uniclr tln.n

x,y), on pourrji fdiljonrs
cnnslniiri! sivrr rrs nisinilH mir rr:.iil(;inli'
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Si (rnillours, iipriis
avoir projirlii

los In

sin
1
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1
1,

onpouri'a, mix deux iMjiniliuim ((iii [ii'i'iriMlcnl, jnindi'i
1
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,.1K ( v -)

f/l'f/cmv (/
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puisquo les plans projetants, c'est-a-dire les plans des deux angles

(''- p), u, )

soront tons deux porpendieulaires au plan dc Tangle (x, y). Done les

doux equations dnnl, 11 s'a^it, combiners en Ire olles par voio de divi-

sion, donnoront
\ x.

IP- ?; X
! .Y

of Ton aura, on consequence,

l{n(iii, los dii'oclinns p, ; (HanL comprises dans le plan del'angle (x, y

on Lircra do la f'ormule (2)

l.p. si' -v )'] (pi Osii'Vp- ),

ot, par suite,, la fonnule (5) donnora

.
/ /\ \ (

((')) I./', .v; x, .y.| (p, fi)8i\p, SJcosV/',

Uien n'oinpooln! de supposer quo les deux leltros

P.

roprosonlont en grandour (U en direction los projections absoluos des

longuours

sur le plan des.r, y. Si, pour plus deeommodile, on adopts cettesup-

posilion, los doux eosinus

(
S"'

\
iso x /-, pj,

c

soront tons deux positifs, ol pour qu'ils rcpresentc

absolues p, c des longueurs /, f sur le plan closa?

cuno de oos longueurs se reduise a runite. Aloi-s

construit sur cos iloitx projections p, <;
olfrira i

cxprimee par le produit

s"\\ I /\ \ f^\
, SJ i:os\/', p^cosV-?, ^A
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no (1 iffere pas de la valeur particulierc qu'aequiert oette expression
qniind on y rcmplftce x par /, et y par m. On aura done genfiralemenl

on ce
qiii revionlau memo,

Mais, d'autrc part, lo plan qui renfermera les deux directions m, rt,
(lout chacune est pcrpendieulaire a la direction

/, sera lui-memo per-
pcndiculairc a /, et, par suite, a tout plan qui contiendra /, par conse-

quent an plan de I'an^le (r,\), on, en d'autres formes, au plan des
deux angles (^ ), (Cn). Done le theoreme relatif aux plans qui se
coupent a angles droits, le thooremc VII de la page 3 . i du III" volum e
donnera

cos ( j, m ) = cos ( 0* ) cos ( ,,^n ).

En subsfituant ces valeurs de cos
( m

), cos (,, ) dans I'equatiOn
precedente

*

et en ayanl egard a la formule

on trouvera

,

puisne
1'angle droit (A) sera renf.ro.4 dans lo plan de

1 angle

y,
et quo dans ce plan, ,M deux mouvemen(s de ^.^

e e et de / en
anront, par hypothtae, la me.e

direction, le thoo-
i erne I donnera simplement
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r.|.. parsiiilr, la valrnr ^rnrral,' dr ];, ivsullanlr
|r, .v; x, y

rcdnilc a

( \ I \
'""I ''. .vyi-ns^m, n },

Dour., pnis(|iii' sin(^r, .v)
i'i'pn'

i srnh' Tairi 1

I/- vl

pdill mriMtniiro KIII- Irs cAIrs /, A rrtluils rliari

nnnorr, dans
riiypiillirjir adinisc,

(ml

II I'sl. linn d'ntisrrvrr ipir I'sninlr (//;,

//y, // iiirnrrs dans lc>. plans dr>, deux an

,,-s

iriilairciiirnl a la nimmnm- iiilri'M'.-linu / ill- rns iliMix plans,
iml r:i! .in ii I'aitid'

1

ui^ii qni inrsiirr riti.-linais.ui dn srn.iul plan snr
Ic piTinirr, mi an supplriiicnl dt- ,-<(

aii;;)i' iiij^ii. Dm,,-. In r.isinus dr

I'an^h' < ///, / ) dnil rln' t^;,|. an NJ-iM' pn-s, an n^itiiisdr I'in.'liuaisnn

innlnidli-dcs d.'iix plaiM. dmil il -,'a-if
; n I'mi p.-ul t-nrnrc I'-iHUH-rr la

prnposilinit Miiva

Tin.uiiiMi, III, t.t>*int'ttti'\ r/iouM Mum ihtM
l
r.\ t/m- t l,tti\ t,< thhnrntc II,

(A- r

i'urs, minim* on t'a drja rriii;in|iii'<,
It- pri'inici' t'arlcui' dn IT pni-

dltil. rsl |irn-isi-imMit 1'iiiiv du
|iiii'al|rliiKraiiiiiii> ijtii'

I'mi
jioiil rim*.

li'ltiri- siir It's dniv ctUi^ ;\ * rt'ilnif^ I'mi rl I'anliv it I'

Si ( .Mi -tippus;(iih|iii'raiigh'drniil \, yh-l raiiKli*!/-, .v)

"ill ptmr HiHiiint't It- im;
..... |jniut O.un M<nmin< 7'iini'
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a partir de ce point, sur unc perpendiculairc au plan de Tangle

1 'angle (7', /, ), compris entrc deux droites 7', zrespeclivementperpcn-

diculaires aux plans des deux angles (x, }), (r, x), sera evideminen t

cgal ou a I'ineliiiaison mulnelle de ces deux plans, on au supplement
dc cette inclinaison; el, par suite, les cosinus dcs doux angles :

ollrirunt la menie valcur numerique. Si d'ailleurs on suppose les diroo

tions.T etzsilueesd'iinmiJme cote par rapport au plan dc Tangle I^Y),
les mouvcmenls de rotation de rcn .vautour de la direction z, et de / u ri

J autourde la direction 7' s'effectunponl dans lememe sens; ctl'on aura
en consequence

Doncaloi-sla resultantc

|ui CH(, en vertu de la Ibnnulc (8), unc quantitc aflocUo du signo
de

(;-, j, z), sera aussi unc
(fuantile afloctee du signc de (r, j, T)\ et co

signe sera encore, en egard a 1'equation (9), le signc dc cos
On aura done, dans

I'hypolhfcse admisc

Ajontons que cette derniere formule continuera evidemrnenl de sub-
sister, si a la direction T on substitue la direction opposes, puisqi.o
alor.

1'angle (r?z) etant
re.nplace par son nuppldment, les deux fno -

teurs du produit

(/'. 5, 7') cos /z

ehangeroni design.. Ufor,nule(, ,) so trouyantainsi ilablie pourtous
les cas, I

6r|uatio,i (9) donnera gondralement
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et de la n'isulUuHe a trois dimensions

/ /\ \ / /\ \ / /\ \ / x\ \ f/\\ ( /N \

;os\/, yjcos^.T, /.^cos^/, \)-~ i*os\r, yjuo^s, x)cos\t, '/.},

Or, en vertu dos forimilcs (i5) ct (iO), on aura 6videmmenl

(17) [/, s, /; x, y, /.]
=

[/, ,v; y, /.] cos(/, \) -h
[/', .?; /.,

x cos(/, y)

D'ailleurs, si Ton nommc 7*une longueur mesuree, ii partirdu point 0,

sur une perpendiculaire au plan de Tangle (r,s) t
les valours dea

expressions

pourpont6tred6duitesdelaformule(i4),etdcccttoformulccombin6<3
avec Tequation (17), on tirera la suivante :

Done, en observant que, dans cette derniere, le dftnominatour du pre

mier membre est precisement egal a cos (/fr), on trouvera

[r, s, f;x t y. 7.] .
//\

et, par suite,

(l8)
l
f
'>

s
> '; x

> y, *

Si, pour plus de commodity on suppose que la longueur T soil
s,tu6e du merne c6te que la longueur t par rapport au plan de 1'angle

(r, *), les deux mouvements de rotation de ,- en s autour de t, et cle r
en , autour de T, s' effectueront dans le mem e sens; en sorte qu'on*aura
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('itnifldiri', L;i valiMir niuiii'u'ii|in
i

ill
1 hi iTMill;uili'

|

/, ,v, /; \, \
,

/ I

iHanl. ii]ili''[ii'inlaiilr
linn si'iilrnirnl dr la pnsilimi i|ii'oi'i-ii|H'iil, ihui

I'uspaw, los iixus I'r.nlan^iilaii'i's snr lrs<|iirb M- iiirsiirriit Irs imi

niiiis mi'.oi'iMlu siMisilans !ri|iirl s'l'll'i'rlnr Ir

ill
1
, x (in

)'
aiilour dr

/,,
il rsl nalurrl ih>

rrjiiTst'

e pur la simplr nolatiun

({in;
I'nn ilrduil tlr IVx

(Ml y i![l'ai;aill Ins Irois Inllrrs x, y,
/

i'Ni|ilnyn'H |iniir IIM|M|IHT

(lirnc.LioiiHdonl il n'rst plus iitM-csHiiircili' I'jtiri' inn' mm In .....
X|II

Alors
IV'i|Uii(ii)ii (MJ) sc Ininvr

rtiiititlitrt-r par lc syslrmr (!*>>

donl la siMMindn mproduil prrrisiiiurnl I'mic dt-H iniliitiiuc. mlniiHrs

dans In pitra^raplio I. Ainulinis iiui 1

, si I'mi
*

I
'

innsiiiTi>s

laiiH dos Irois a

UO. (','), (/-.

fipaitirdu point rmnmini aux lnii H arrl.rs

(JL siluAos, pur rapport i. ciss pluiis, d,^ MH'MN.'S

arfilos, on pourra joimlro i. rfiqualiun (ui ) dmix

.'H
()
ur rr, truis

.|ui
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rant cnmmo dimd It; imuivnnnil ,|,> rolniinn dc / n i r.

Done In vidoiiL
1

l,ri)iivi! d y, ,v; </, c IIUIIITII rlnt n'-dnilp ;

OhsmmiK il nillttnrs
(|iic,

l;t I'onmiln
('.'.)

nmliinii'i'a mili'iimn-iil tic

subsist, si I

1

. HI emisidmi con ..... \ direr,!, nun plus It- nmuvrmriil dr

rol.jilion (Ic. run r, ni:iis Ic IIKHIVMIHMII dc nil n( ion ilr r i
i n /; cur, nniir

[WssiM- il'itii r.iis ii riinlni, il siiflini ( | (
>

.|I:NI K(T Ic
si;.;

..... h> cluirun drs

faclmir.s, M
(|iri n'jillt'nu'ii

jius hmr ii'oiluil, Annluns iiTni vi-rhi dc

liquation (>,) siihsislom unw, si Ton y .'>rliaii;;r srparrl.inil nil

siimil(nn6inflMh-jiviu.vH //avrrr, Klhi snhsisln-a d IUMI sml t

(Milan 1

!
1

a r, inais rnrnri 1 Ionics ln.s i'nis uiir E'linc

.vsci'apiTiioii.oiiarn ft I

1

...... drs dim-linns //, ,-. II

u plus: nn inmlal'lii-mnr ([,!! rm-inulo (y) subsist ifrnrralrnii'til.
HfiH

(|im Hoinit. dims | plan dnnmi, n'usl-ii.diir dims li> pl;in drs

ft"x angles (/u), (,/,',.), | I1S .lirodioiis drs Innunmir*

("ost flllVxlivmuoiil, i! (

|ii,-
|' ( ,n dnmunln-n sans prinn, rii

oomino il suit.

ns la position d'un pmnl .[uHniiHiiK!, .Inns l,t plan d

dim* axns roclanKnlaiiTs dos ,r ol
,v, qni pass.-nl par I'm^i

dns qmur, Incurs r,,. ,/, r, rl . iininmons

doux ante longueurs inosuriHi.s, i,
parl.ii' dt nl (), sin- n-s d.nix

axes in { |Alini mi .,ii, prolongs du mHfj dos nnnrdnnnnos positive.' '

(l(
'

s (

l"l'i'i nosinus ri'iifiiniKis dans In lalilraii
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ot, eu
(''gard

anx ronditions

On Lrouvoi'ii di! memo, puisqno // usl snpposi'
1

pt-rpi'iiilirnlairi' a y,

: ( //, r) sin (//, 17 ;

piiis,
on .snhsliliiaiil IKS viiluurs ii^i Iniiivrsiis dns drux rrsnlljinlrs

dans In second nidiulit'c, do la formula (/i), nn Dlilioiidra rr(|ualiiui

/',
-f

; \, \
|

I /, ,v
I sin \r,

\ /,

quo Ton puurrail, an rostn, noinini' on I'a vn duns Ir imrn^riipln
1

III,

(HablirdirfiflloinonL. Knlin, si 1'on sulistilui' duns Ic second ...... nlirn dr

r^qimlion (/\), In valour pviiotidonto dc
|

/-, ,v; x, y , d la valcur

scniblabln di; [//,(; x, y\, tjiii
soronl riuinro dnnntMis par la Innitulr

qiiisllii quo soil la dirnclion allrihnt'M! a //, on sorn iinini'-dial

rameiui ii r^pialion (:>.), <[iii
sora ainsi di'niinnli'iM', i|iicllrs

dans lu plan donnfi, Ics tlirtM-Jions dos (|imlrn

/', .*, n
t r.

II os[ bon d'ohsni'vor qun li> pi'oduit

r<mform6 dans lo socond inomlii'o do la formulr (a), si! rrduil simple-
menlii-hi on a -

i scion quo ley inouvoniiMils do rolalion dc / rn .v

el de u on c s eluioluent daiiis In momo sons on i\\\ SIMIIJ

aux faoltturs

ilsreprtssoiitontpi'ooisomoiU IKS itiroH do iluux
parallolo^raininns (jut'
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ayantponi'soiinmU <;omnnm In point 0, n'sscnl dYln* siliirs d;uu, im
11161110 plan; puLs.onprmtaiilln poinl pour origin- ilrs nmnluiiiM-r:,,

rapporlons la position d'un
jioinl <|indrom|m> <lr IVspiint ii Irms ;i\rs

roclangulamjs dus .r, y t ;;,
donf Irs drux prnnirrs snirni milVrmrs

dans le plan do Taii^u (w t c); d. iioinitions

trois
loiijrimiu's niflsun'Mis ii parlir dc I'm-i^inc O, snr .-,-, imi, :,M

ind^iniiiiftiil prolongs dans I,- srns ( |i-s rnnnlnnnrr^
|

ll);,ii,vr

Uiacuno dos dir is //, r i'>l;ml roinprisc dans Ic
jil.m dr \'n\\^

,M'A laloi'iMiilo (;{),.( cclks ,,' , drdnil n,
rrn.pli.riiMi

^u^ioutousimnllan.'.mrnl
,p;,,-,v ( .| w

|1Hr ,, rnnlinurruM. ,.,,r.,rr

dfl8iihlcr|m/-l(liAorfn..M1,l,.h I p; IKl .;i M ,1,. Ill- v,,|.,, lltM
,|.

eleiitraiiioi-diK nnnu'o jlv r rll.-s IVqualion ( ', ),
,. ,su,i ,' imi ,,

(/l)
I'

1

'*'! "' ''! 'I'
1

.*': s:l|. '; \, ^ .

!)<! nlllS. l'ilti/flr> ( n ,-\ /.i
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; dans I.-
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Cola poso, si Ton sulisUluo ilaim l'i'!i|oaliMii
</\ i, avcc hi valrnr

do
|

,
i

1

; X, y |

lin'jn do la I'oi'irilili) (H), la valrnr dr
|

/-, .1 ; \. \
|

lircr dr

la fomiule (10), on, avr, la valcur do
|

//, ; \, \| lln-c ilc hi

formula (i)),
In valour dt! (r, x; x, V) lin'x 1 dr hi fiirmiilr i i i ), mi

obliomlra I'lino dos rM|U!i(ioiis

(lit) /', ,v; //, i

1

: ; (/, .v,
.~ | (, i

1

,
.' ) sin ( '/,

i',)
-'in I

;-.
. ) i-.i-, ( *

(
,

l
i ,. (

,
, . ),

(i.'t) /', ,v; //, c :. ; -iin^/
1

, x) sin \n, \') rui'//i, n t.

II <!s( Ixni d'oh.sorvi'i' ((mi, si I'mi (IiVsi;rnt\ iMitnini 1

pin-. Itiitil. juir hi

noLfltion
|/', .v|

I'ain) ilii parallrloKniitniH
1

i|iic
I'mi pciil r.urilnitn 1 Mir

tus ciU(')s /', \ n'idutls I'mi i-l Tallin' ;i I'liiiilr, hi Inriiiulr M > > duitnri';i

Ajonlons ([in*, dans la formula ( r.',), It! pnnluil

sin t f*. ,;) I'tt'il /. 'i ) I'icil v, ,.
)

ropriisonliM'H pn'irismiiiinl la projt'olion dr la fiurl'urr
|
/. \\ >.in !

jilan

do la
Hiirl'ii(!i'.|//, i-|.

Cola posrt, lrn prnpiisilinns i|in
M- drduiint ilr la

fovniiilti (la), puisdii hi foriuiili! ( \'-\] on (i ',),
( .| (

|

U j .irmiil iniiiln^tii's

aux ilu'ioniiiuss II i!( III ( | u para^raplin III, pMiirrtml .'-vidcfiiinrnt

ciM' dans Ins Irnuns sitivants ;

TiifamtoiK II, filttnt ilnnm'S) duns
/'i-.v/n/cc, ,/,-n.r

M. (,.\).

'

/V;w (tttemrinr. lex
t/utitn< nisi'tuts ilrs

,
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Onustli! riisulliinfn pinn'ra rlrn jiri'MMil
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n 1

rsl
iM'ri
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([ii'nn

nil
|!ii'

rxfin

Kn ell'ol., sil|ipurt(Mis
I'.i's r.iniiiilinns n'tnplii"-; ;ilni". mi ;nn.i

pur sillli 1

, rri|Uiilioii (ii)) iliiiuii'i.i

)
/', .V. / ;

II
,

I

1
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II-

j
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ii, en drsi^naitl par

nui'H mrsni'rijfi, ii purlir till [mint ". ',nr i|t-, pn jn-n<li'
u

luirisK anx plans dcs dnnx a

on lit'imuln In I'ornmh 1

1. nn), jnitih* it rr(|iiniinii * n >,
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pi.riill.-lipipr.lc ,|nj aiirail pmir an'-los Irs Im^iiriir.s /-, .v, /

rit||llitlls ''liii'-'iMi' a I'linjir, .MI aura, m vrrlu (It; la r.tnuuh' (-1) du
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l>nk mi subsLiluanl los valours iri Irmiveos dr
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dans In second morning lie hi I'oi'imilo (y.li), tin obliomlra Yh\\\\\\\

quo I on pom-rail,
an resl.o, ronitur. on l':i vu iliins Ii' para^raphr III,

olablir (liroolemenl, Knlin, si I'on sulislilnr dims Ic sn-nud nirnihn' di-

l'(M|iiiilion (afi), la valiuir |Mri',nd(!til^
ill

1

/', .v, /; \, v, /
,

rl hi valcur

scinbliililc de
|
//, ', ir; x, y.

/
|, ipii

sura rnrorr dimnri' par hi t'nriiiuli'

qucllo i|U(!
sitil. la dirniUion al.lriliin'w ii r, ttn sera iiiiiin'

i i!iiil(!iin'nl

muion6 ti rftquali(Hi(a;l), (|iii
sr:i ainsi dmininfn'M 1

, ijiirlh'S([iii!
soirnl

les (liroclions

/', .v, /; n, r, ir.

II est boil d'ohsitrvor
(|ii(!

Ic jiroduil

(/, .<!, /') f //, r, ir),

ri'.nfiH'nii'i dans lo H(!i;(nid inoiiilirt! d l:t loniuiln (u't I HC ri'uluil ii
I

t

mi a i, solon quo IOH inoiivumoiiLM ilfi rolulion dr / (in , iiiiloiir do (,

ot. (toi/cti iMiutour do ir, s'fdrucUu'iiL dans It- MII'UMII sons on f\n sons

isontrairfl. Quinil aux laohiurs

ils roprfiseiUonl prfoiiaAmonl IOH valours dnn dmix paralirslipipwit'H qm
Ton pout constrain), d'uno part, sur lot Iroin arMrs

/', -, i\

d'aufi'o part, sur lus irois arolns

If, ('. M'
t

mi snpposant chacunc dc CHH six arolos roduiltsN a 1'uiiilr.
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ft'X iwwirHH'iit\,h' niltittnti tin -n \ unfmtrt/f (, ft iA // ,-;j > iuttnitnff\\-,
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{n.nlttil <h'\ rn/rttn f/o (A-//.* /i^/v//

fin/<'\ t/iif t'uti
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angles

les cosinusdos neuf angles I'ormo* par Irs nn>H-s ilu j>n<nih<r illU ;lr

solidc avecles arfitcs du suunnd s<!nml Ics divrr-. Irrn du (;i!.lr;ui

COS .V', *'/.

I).

et, par suite, la r6sullanl,i(

\r, x, /;

sera roduitc ;'i son premier tornii!

Done alors la Tommies (a'l) doniuii'n

(8) <:os(/00cos(.0^') <*>*(''. V) ('* /'//. ^

Si, pour pins do commodity, on suppnw li*s In

//, A1

, '/'

dirigees de maniore a former, avou IPH IDII^IUMI

/-, -v, /,

trois angles aigtis

ou, en d'autres termes, si Ics lon^uours

//, .s
1

. T

se mesurent a partir de
I'origine couiinniin dcs

'' '. f.

h premiiro du mime cote quo ,p ttr rapponiu, plan ,|,, l'
illlK l, (,.,). |

seconde du meme cot6 erne s n-n- lu,,.,....,, i , ,. , ,
> .

i
uc J

l
)tl1

ni|)|)or( sin pliui di> I anulr (( i ', hi
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en ffiixant tourtiar <intnnr tin point ( > i-luicnn ties <u\rjf*

siippoxr. if tnnt'urs imnnnhlf <lun.\ If nlnn
</iti

/< i,-n /r/vm
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(mis ionffiKMirs niDKinvrs, ii
|i;irlir .|r I'

res domi-axos, iiiil^ininHuil pn-lon^s d;,n, | r M-IIS .hvs niuril

positives, Soil, ,1'nillmirs. / la Hislann- ,lr l

(

un K inp ;,.,
p.,,,,[ |', ,|nnl

los or(lunn^.H sonf .r, ,,-,
3 . Si r,s rnnnlnMnn-s HI- ruppnrh-nl ,', ,|.-,

axos
reclniiKiilaircH, nll.-s si-rnni pnVisnurnl I,,
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_

I' ol, pour nmuix rmmmUr,.. l,s Knn^ ,|,, ,.,,., , ,,.,
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lirera dc ('equation ((J), jointo a la formula (10) rlu para^rapho J

Enlin, si Ton nomine
7'

uno longueur mesuree a partir do I'origino sur UNO pcrpomlicului ro

an plan do
I'angle (r,, cm aura, en vertu do I'eqmUion (r i) du para-

graphe II/,

(/, .^ '/') i;os ( y; ,,-J

.

ol, par suite, la i'ormule (n) pourra s'ecrir tiomrno il suif :

Or fesfonnule S (io) e t(i 2 )entraiueron(evidommontlo S propositions
suivantes :

iitonftME II. - A
fl/,otfOB Gunpoint dans

1'espace ctant rapport a
trots axes

rectangulaires de.s *, y, Z)

'

;'OB dtsigne par

es rayons ,
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Ins ftrux

triuiiitl.-s, .iuni I,.., ,-nirs snnl. .I'unr parl, Irs ilriix rayons
vi'rlrun. /-, i. .-I, .I'auln- pail, |cs prnjrrlinns ;,,

.; ,h- n -s raynns snr tn
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les nt'iif coonlannt'i's <!< ws troix jioinf\j In trxnltnnlr

'.'i,
scrn j>nxilt\r on my;<//Mr x/n\'nnf

</tn- /<

nwitvemcnt ilc rotation dc r en x nitlnitr ill- ( MTU t/ir't mi /vV/vi^/v/i/c, </

acMe nfsitUantc niirti poiii'rii/<'iirnunit
l

ni/tit'riiifi'</n (xini/f^/iin'iti'i/i' mm-
(rait, sin 1

fax rayons vaclfiirs
/-, ,v,

/.

Los divnrs rosullals ([no nous vnimns d'uhlcnir I'-lairnl drjii mnmis.

Mills ['adoption dr Mignos propros a indii|iirr lit sens dcs iinuivciin'nls

dd rotation, (tl riiilrodiirliiin (In r.its si;.(in-s dans In ralritl, mil d

aux 1'oriuulos unit clarlY1

,
uni 1

pn'risinn nouvclh's, rl fait di^pariiiln-

Ii!sdoiililiissifj;in^sdonl, In diihirniinalion drpcndail dn rrrliiini's rmidi

lions
(JIM;

Ton rhii!
(d)li^('; do nittiilionnrrdans Ir disrinii','; rl il'i'iiiHircr

a part.

C.onoovons, d prrsunl, qnc Irs axns roordnnnrrs div; ,r, i , ;;, rrssunl

(I'i'int niclan^ulairi's, sit t-onpnil sous dcs an^Ins i|in'lrnni|iirs rl,

nonunons

\, V, /.

ti'ois lon^umirs inc.siinirs ii
ptirlir dn IWiKinr drs nutniMiiiiH, Mir

lroisdi'i)il,(!sn',s|)(!(aivriiionl. jmrpi'iidinulairrsiHiv Irnis pl;ins di-^i', ;;.

dos a, ,7: |, dnft rt:
f /. Alin's Ins iMMintciunriiH .r, ) , ;; d'uii

|M.iiiI i|iirl-

coiHjiin 1> sn tmiivcninl lirns -ayun vi^lcnr /-, MHMH- d- l' (1
|-i|;in.' ;.

ce point [?JH- In trnisif'iiH'. vnlumo, pa^i- i,','J <

'

)|, ))lir
|,. s r,,i<miiI'H

Si d'aillimi's on
ropn'tsitnl.o, rommii nuns I'av.uis Tail ri-ilrssns nar' *

i

Iriiis rayons vni'.lonrs nnuins do r (l ri K in.t it irois pninls divers P. I
1

',

l
)l(

i
el si, pour mioux rnconnuiLro los coonloniuVns do m-s pt.inls, nu Ins

(Kwros ./
f;m:/y, Srtri 111, l. XIII, j,,

, '.li.
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quo rmii'ermo colic rfomHiuite, provirndra d<: la mullipliraiiuii <lr deux

Lcrmos pris a hi I'ois dans los dmix minimus liori/.oulalos i>| thins IBS

doux colonnes vertioalos du laldnau (i<i)
on (17). Mais, d'unr, parl,

deux Lm-mes siUi^s dans unit inftiinMiolumiu liori/ontiilc du lalilr;in (17)

nll'rcnt un fju;lcnr coiiiniun, savoir hi I'arlmir r punr la jiiTiuii'rc

eulonneliomonlali!, \n liicl,i!iir ,v|)(Hir
la sec.nmli!; l, d'aulri 1

parl. deux

tunns situf'is dans line, iiimnn cnloiimi vt'i'lic-uhnlu laldcaiM 17 ) nll'miit

un divisiiurcoiiiinun, savoir, In diviscur r.s(x, X) pour la pn-inirn
1

colonnu verticahi, ol Ic ilivisour nos^y, Vj pour la scruudi!. Done IKS

valours qu'ou ohliciulra pour h?s deux produils

un suhstiliianl li
1 lafihiau (i7);ni lablcau (ill), aurmil pour factrur

coiimiiin In produil rs, pour divisour ntmrnnn Ic prndnil rns(\, XI

c,os(y, Y); ol, pour ulilcuir la valcur do la rrsulljiiilr

il sul'lira dc iiinllipliiu'
la nVmillantn t'ormnr uvtii

1 Icn
i|ii;ilri'

Icnniis dn

tahlcau

..s(/', \), i'n'i(r, V ).

n'est-ii-dire I'^x

par Ic rnpport

on aura done.

('!)) ''',

, pour ohlcnir hi valour du hi iV'Hiillf
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il sul'lira ilu mulfiplinr | :l r^ullantr. IWim-M i.vrr. ls divi'rs (mnos dti

liililcau

'"'(.v. \), i:m(.v, V), n,,(,-, /,);

|'<"<(/. \). ,.,(/. 1 ), ,.(/, /,).

r/nsl ;i-ili

par lc r;

(^i
1 ii'nsl

pitH lout. Conintc X sera pcrpciuliciilitiiT ii

/ ii \ nl v, Irs roshnH (los nrnf iin^lfis

U. \). (..V). (,./.).

(^. \). U, v), (v,/).

('. \). (: \l (<,'/,)

s'rvantuiii'inil (tuts it

I'nxi'upliou dc

.'..,(x. \), ru,(v, V), ,-,,H(/.>.).

Dfilii
1

-, pur miiir, rhiiriint* dd,H c^sullaiihts

h- y> \. V|. ]x. v, /; \, V. /|

so rriiuira simp|<>mriit -i HUH prnninr litrnii!, on snrln ([u'oji aura

I v, \- \, V

\. \. /: \, \ . /



(i,V Ml-
1

, Ml HUM

lit Ins f'ormuli'rt (i<)). I,'

1-' ) (HMimiiil s'rrriri 1 numm 1

il -.nil :

II IK; real)!
idu.sfjii'asiilisliliior,

dans rr.sdc.niir ITS I'm niuli"., li". vulrurs

ili;s n'ssiillaiilfts oowprisi's dans It
1

;; sri'nmls incntliri"..

Or, siipjHisoii.s,
(ill pmiiiri' lirn, Irs dt-ux [mini'. I'. I

1 Mines ihuis Ic

plan tins tv, y. Alnrs
I'lMiiiiilion (>) tin iijinifj'jijilH

1

l\', jninir ;'i la

1
. (x, y)

-

i
,
ilonm'rn

Done, alum lY'

n!. Ton poumi iimtnciir Ir llir-iiri'iin! .suiviinl :

TiiK(Hu';,Mi'; V. /.n- fmitinnx <lrs tit\'fr\
finifih ti'un

fi/nit Stunt

fiwtfas (1 (/('//.c ti.vi'x mttingtitaiiw tut M'tjin'\ tlr.\ .,- ,-( v, M /'nn I/I''

fxtr x et y ttemv longuenrx infsnn^ ti fmrtir iff I'nn^inf () t/o

(founds, siir ces tu'ffs umlongJx tin ctili' ,tfs

lux t/mitrc untiitlonnh's d& ws t/mvpnints, l<i



IIKSI I.T\ \T|.;s.

r
I, ,,,,,/ ,/,- ,/

//,- /m, ,,, ,.

'""""'''"If""'"

,, ,.

Si, pniir plus

1111111111 ri '"'

.
I;, |,, HK I, MII|

. / IIU!SI||VT, (h ,

,,ln rriliMlos , pnsiliv,sj ( ,



MI; \ioni i.

'/',/)
scni rai^lr :ii;,ni i|iii

nnvimvr.t I'lth-lm.H ...n

]'jni^ii! (/, -v)
sin- Ir

[iltill
ilrs ./',/; t-l. funiirir .ilm-, mi .tiir.i

(In linjuiilh'
nil 1 1 I'd ui r;i iiiiiiii'iliiili'iin'iil l.i |irn|n>MMn -,n i \.iut r

THKOIII:MI'. VI. /.'/ jmsititm il'tin jaunt *A//n
/'i-i/iacr-

-i,m( i-nfifmi
ft'i- it

train //.ir.v
I't'i'ttiiitfiiltiirt'.'i

"// nlifiifiii'\

/wx, y,
/. //v/.v fantfHt'ni's ini'\nn''i'\ i

ilonin'rs, xnr f'f.v <n.r.v, tnil

(H)sitivi's t [Hiix jinr

o/'//(.',v f/f.v r.inii'i/ntini'i'X tlr t't's tlfti.r }n>utt\ i/tti
\nnl m- \ni. .-i /

It' HUtlWUHU'/ll tic rotation tit' r c/i ,v u/ffniff ./. A/ */r>n7r../i .-. .< nf */ir/r( nfi

>it.jin- A-
i>n'ittitt

*/^

it.tn >n\i,- ruin*

Pnnpciitfionxtritiiv.xitrh's rrJ/,'. \, \, i'.V/m <i / f/mV; A- ,'/// ,i
;-,//-/<-/

tin
f
^tn .// /'-/;;A-

'

r, * * >

*' /'i/.jv i/r t /. ,/ A- /
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Cnnsi.lrmns, ,,.!!, (mis |HM,,|S I'. P', l>" s, IMPS .hns I

Vsp;,,.,, ;mx
xlm.n.os ,|,., ,,,,,, v.-rirurs r. .v, /, rl suppusuns la pnsifim, ,!

I'nrmr, ;, vrr Irs nrnf rnunlnnnn-s <!<* Irnis pninls
'

p:ir;^niplir IV, juinlr ;, I;, IWmnl.'
( .r, .r, ;: ) i

I'l I'nn
|inurr;i fimnrcr Ir llii'iuvnir Miiv

-

( rv ,r, v , 3
/ww//'iv.v, /.///.v

/i.-i .A- I'^n-tn,' it tri.\

ii''uft'<tint/i>/itt>'t'\ (A- ivi tna'\
IUH'HI\, /n rhnltuntr

t'f mn- r,-.\ /,-/ rttnnhtHnh't. .ww;
/iti.\iti\r

MI ttfytitiw mivunt t/m-
//' /wtiiMHt-nt </.' r.itmitin tl- r *t s ttiitMtr </<' t \rrn iltm-t tut rtt



(iK
MKMOIHK

t>t t:,'tte ivsuttitnte mini pimr nitt'iir fnimmtiiii' /<' //</""/ '/'"
''''"'' ''""'''

Iff wltime tin luirnllflipiiwlr
fionxtni/l xnr Irs airtrs r, .v, /,

r/ /'' r.'/,,- ,/,/

imraUMipilMlr t/ur
I'on i'i/l

mnstrtu'ir stir /c.t ,irftr.<> \, \, /

clmwinc it ri

II nsl lion d'ubsmrr i[iir
Irs llirnrroirs V, VI rl \ II, rrluhl':, a ilrs

tMtordniiiMM-s olili(|iins, |HMIVIMI|
I'trn itnniriliiilt ...... nl ilnluils <l.'>,

llu'-oirnirs I, II, III, IV, n'hilifs ii .Irs rni.nl ..... HT> iTrh.n^uliiirrs. l-ji

nllVl, Irs Iruis n[iiiilions ijiii
srrvnil ii Ininslnnnrr .lr> rnnnltit ....... ^

ohlifjiins
(in ('.(innlonnrcs ri'rliiii^iihiin's,

rliini <ln iirniiirr ili'j;ri', il

siiil (In llii'Di'iMiK! sur Irs
|iri)iliiils

dr rrsiillanlrs. ilrjii nirnliiiiiiii*. i|iir

I
'

1

' L

I

In rrsullaiili'. Inniirt! nvrr Irs rininlontirrs di* lrni> |uunl''
rlmisi'i iirhr

triiiriMiirnl. iliins l'rs|nirr i)liliriidr;i surr.rssivciiH'iil deux vjili'iir^
i(iii

srnml rnlrn rllrs duns mi raiipnrl
runsliinl. r'rhl-ii tlirr iiidi'|iriidiinl

dos posit ions dnc.cs inriiirspiiiiils, si, I'nri^iiir di-s rminlniinrr^ n*s(;nil

iiiiinoliili', on rupporlr la posilinn
d'un

jininl ijnrlr
.....

jin-.
d'ulnii'il ;i

drs r.onnlnniMM'.s rri-Jiin^iilairrs, jmis a drs i- ..... 'ilniiMi't'i. n|ilii|iii'N.

Ajoulons qur c.r, pi'inrJpr nr rrssrra
p:is

il'i'-lrr rxai'l, ^i. rn l;ii:>anl

iihsLi'ui'.lion drs r.nordoniiri^s paralli'di-s
ii I'mi drs a\rs, piir rxcinplr ;'i

I'axr drs j, on rniisidi'rr la I'i'Hnlliiiilr t'nrnirr, imn plu: uvn 1

IC'M iiml

(',nordomirr,s dr Irois points rlioisis ai'liilrairrmrnl dans l'i'!ip;irt\
niaiM

avrr Irs (|iiatrr
roordnniirrs dr druv (minis, pnnrvn i|ii'rn [nr.'.anl

drs coordoiinrrs oliliqurs an\ I'linntiiinirr^ rrrlaiijsiilairrs, mi nr

drplarr pas I'axr drs y. IMI rllVl, il suit dr lit t'liriiiiilt' i i t dr la

pilots i/i
7

!
du Iroisirnir vnlunir (

'

), (jnr dans Ir rns nil I'nii pimsr d'un

prrniirr Kyslrinr. dr ciiorilonnri's n'rlili^ni's ;i nn srritnd MMi'inr, ?i:iti'*

drphirnr I'lin drs axrs, Irs rnurildiiiirrs inrsnrrrs (iJicalli'triHt'iil
au\

drux anl.rrs axrs rtilrrnl srulrs dans dru\
rijiiiiliuti't

linrairrs ;'i I'aidi-

drsi[iir.llrs la [fansl'itniialinn sYirrrlnr; rl 1'un prill applii(in-r M-parr-

inriiL aiix ([uafrr luxinlonnrrs
i|iir

rrs driu rqnalinf^ xt'i'vrnl ii lr;ur

fornHSi', hi Uii';orriiir snr Irs prnilnils dr rrstillaiifrh.



I'S|!|,T\ vn-'.S.

Ola pnsi', Ic rappnri

'-"vnns

11 '"'"''iir;,,
|tiii-li-M'(i.irilniiii,Vsn|i|i(|iirs.lV'.|iii

MI di*v;iil j.'v allcmlri'. jtvi'i; la liH-miik ( .,/().

iii-i'illriitiMiI. :.i. I,-, dirrriiiiMs /-, n'rliiui plus n-nrmnn's dims Ic

pliui di-s ,r, > , mi iiutnnit'

.', /,. /

lris I.MI K II,-MI-, iiH'siin-.'s. i,

p;,r(ir ,1,-
I'm-i^iiic, hi pn-inirn' sin- MM iixr

di's

^.
|ii'r|H'!idn-ii!;un- uu HM-IIIC

Mlili.jtii*
( ,u plan di*s ,r, ); | (

> s donx
''''I'l'ii't'i's MIT ilrs

|trrpi'M.li.'iihiir ( -, an phui drs .r. y {<(, an plan d f
>

' i
, '.I,

! S
, '-. /' >

Jt t
j

*
.

<
'

CI.., I '/'.



70 \i i

;:\ioi in:

qui, (ill vtM'lu di! la fnrmnlr ( r.. ), sr rrdnisail ii Timid
1

', qitund Irs

(jonrdoiinoiis (Hairnl, rcnlan^nlairrs, pniirra dill'mir dr I'linilr, niais

dfivra nhliMiir unr valcnr ronslanlr, r'csl-ii-dirc line valrnr indr-

pendanlo ds dircctioiiH allrihiM'icrt aii\ rayons vriilriirs /' rl .v. Or, si

Pirn fail coincide! 1

, un dirrc.liun, rcl s avrt; Itis lim^nriii's \, y inrsurrrs,

a parlir do Pori^intt, snr Ics dniix. axiss diss ./ rl
,)' pnsiiivrs, nn pniirra

ino '/' iMiincidc. Ini-ni^nir aver. 'A t rl POM aura

/, ,T. 7' i; ,v, /,), r, s (\.

Done alurs In ra|i|H>rl ( '.>,<))
so InniviM'a rrdttil ii

qui s'ac.donlr, roininn on ddvail s'y allmidrt', avrr la Inriniilr (
>

', i.

AjoiKons qui'.
la for |r

(',]<>.) roinprrnd (''viilnmiiriil, ro -as par-
tic-uliiM

1

,
la lonniiln (''loV

Kufln, In
I'tippnrl

qui, en vorlii ilo la forimiln
(i,'!),

sn riMluil ii I'linih'. quaiid Irs ,,,

(loiinnoa flout
runlauKiiliiirits, |,

tmmi (liny.,.,,,. ( | ( , |' IMli|^ |M
.

lis ( | (
. vra

onil' OIIo o"-''-ir "no viilnnr r.unsliiiilc, r'usUiV-din!
iiuh'-p.-ndanlM ,],.

directions
i-, lf( /, si l<>.s roonlonnrns doviiunu'iil

nhliijurs. Or, si Tan
fait uoiiiniiler on dimtLiou ;-, .v, / av,,: drs lim K iu.urs v. y. /. .nrsunM-s



" I-I-'.S IlKSI LTAYI'KS.

li' Ins i|i

,l,'v;til s\ iillunitrr. JIV.T l;i lon

'iitO'iil'li'-M |irr.-,M|,.|H-. .V

'"'" 'I'
1

''""iiiiilii'. cl
i|in- iiniis itlluns itn iitslt

nit Mili'i'Mim <r,iltnnl lit I'i'

., .IrliM-inii,,' Irs viilmrs thins l.-s

sr ..... lilion.s, (ju'il

1111111 ' ''' IK It-riiM^ nut jhinr l-iririux li't rnsiniiH ill-
i|li;ill'r '.\\\$\w t

M 1 "' lrni <ltrrrli..ii'* i\ .\ t.Hiiii'iil iiviM- Irs iliiiil'iisiciiiH II. \; Si I(!S (li)UX

ivnli'i'ini'"* (Ian* I,- iin'iri" phui, mi ilims ilrs plans 11

MII vurlu ilf la i'nrninlfM'.M tin puni^rnplii! IV, jninlc un

' (biii^ If
pai'ii^ni|t}in II, tin auni

' i *'(,( t ^in f j
,

< Kin I , i- J ;



el, par sitilr, la rrsulLii

prnduil

Si, :ut ooiilramj, los plans dos di-ux a

(U!Ss(!iil.(liM',()]iiriil('.i'(Hi il'iMrr. pjinilliMrs
nil IT. nix ; alurs, r

rinolinaison niulucJlo do ITS driix
iiliins,

on (.niicliira dc l;i {'iinnulr

(r'i') (In piira^riiplH! IV, jninlr an ||HMHTIMI I du para^niplir II.
ijiir

la

r(!sull.;tnl.(! /', .v; //, c a pour valcur iiiinirrifiiir Ic iintdnil

{/()
MII ( r, s I oin ( ii , r ) ni'i i ,

Kn
(;iiiis(M|in;i]('(\ pour lain 1 rvainiiiii' la rrsultanlr

)
r, ,\ \ it. \

\

rl vrri

lii
1

!' la I'

il (ist niicossairn rl il siiflirn (In rnluiri 1
ii y.rrn I'lin drs driix lai'tt'iir'.

sinu'. .v), [.in( a, i' I.

(|liaiid Ins dmix an^li-s (/', ,vl, (//, r) scnml cumpris d;iit-.

ot, dans Id r,as ronlriiirc, Tun drs (niis I'ai'h'iii"-

Gxprimo que los din'olions
/-, ,v so mrsuiT.nt sitr uitr inrtnr ilrniii*,

du moinssiiiMlosdroilns
paralliMiss; ct l

l

njn:iti<

(7) ros^: ..

1,11



I,T\ VIKS.

.-.T i

|irn|Hisln

it;nrnn u
.

r rf.tnt tn< '.\ut;r.\ Mir ,1,-x tlmitt-s

ir/n.-\ t <Hf.'i,f /^ .fnuti;- t, >**<>* </'/-

t't rt'ri/ii r l,i fi'itiiu/t* ( ij i,

t',>i;>lt,ttt: C.Mitih.' ..,, \i,-ttl.l.'
IfViiir.l.ilnniiiiliM;)}, rriiianjiiiiiili'

1 -"' 'tun .'Ir^.Uh r r| -,;, MMi |.ln'llr ,
-,. i|r.!ll|[ | III III IM| ],,( r |JI ('III ill'

I't'tjllih

i't'i i
i, il.in I,- ,-.(,,

|,,n ||, nlici nil hs ilii't-flittn*. r, .\ suiit rrnrrnnrrs

liiii". I.'
jil.iu ih* l'.tu-|,' 'ti, ,-'. \jr.nt, MI >

ijii.',
ilr i-r- r;is

piirficliliri- (in

"'" 1 -'''"'ii ..... I
jt;i^'.i-i-

iin .-,(., ^i-iifi\il <MI li'^, iliivi'.iinns ;, ,v soul siltn-cs

nn-h ilr- cr
jihiti, it i'.ii.lr ill--*

fflluil-. illimlu^, ih> / ,-1 <fi' * -,|||' [r
jij.ui

ill' hlM"!^//, i'). PnHI'

> ' ."' ,i'- *
'

(I ! \U



n MI-: \in i UK

qu,.
|os .lim-linns /, ,v sc. nirsu.r.,1 sur nm- NH-HM

droilosparaNfe.o.MliHm^

Ic plan soil, perpniKliimhiir.'
;u. phm dr I'iinfJ''

<"
'.

)
.

'I MTI,

|. il siil'fira, th'idi'mn.nil, .|iir
Irs |.rnjrrln'iis ;

.

, llfilne droitfl c-l. sur .Irs droilrs parsilli'li'M pur ''""'^
..... -ni.

.1 -n;,

iiiro ol il sul'lira
(|ii

I'nn ail

Mais, il'autir par),
In plan t|iii

rnilVniH'ra I'-- Irni-, ;ini;l

Maul, por|MMMlir.uliiirii
an jilan

ilr I'iui^lr i/'.
.

>. '
(1

pllfJO
'ill (III ll'oisirilld VIlltlllM' (

'

) lldtllHTil

t-iis^/
1

, //) ni'<\r, i'J

ens \ 'i, II)

par coiisA(|ui'iil (

rns( /, //

t'.nsi /, r

c.t I'on li'oiivora, pariMl

I'fih.s
1

, // t'n'i .;, n i

1:111 [s, r ) m-,\
,

c /

Or 11 ess I clair qu'ru vri'lu ill! ITS ilni'iiii-n's rnri

iiouioidoru pnicirtininiut itvno l'(M|ii!ilinn i u ).

is niaiiiUniiinl In rns

|

/'. .i /; a, c, i

"^ ntsi/
1

,

/' ( cj cus(.s'', ir) COM/, /* )nita/'

(,

l

) CKwrDs tie (.'iwihy, mVlo II, I. Mil, |i, 'IJ M .



*i n I.KS iu;si:i,T\ VIT.S, 7;-,

[Jniil Irs si\ Irnnrs on! jnuir I'arli'iirs Irs rusinns (It's iM-ul' uncles <pi<>

I'
1 * 'lin'H * '*. <'. / Innnciil iivrr Irs iliivrliniis //. c, ir. Kn vi'Nn (In In

rnnitnlr ("'I) ln
|iiin|<rii[ilir IV, jniiih- ;iu llirnn'-lui' riutiHT iliins In

paragraph!
1

1 1 , on aura

ilt's vnlmiii". tlivi ilriix
|i;ir;i|lrli|ii|ir ( lfs, <|iic I'un

pi-ill runslniirc, il'iiur

jiiH'l,
-.iir Ir-i iin-h'M r, \, /, il'iiuU'r purl, stir Irs iirrlns //, r. ir, IMI

siip-

pusiiiil
rr-, ;irr|t'!, rnliiilrs rliiiriinr it I'liiiilr, cl nirsnrrrs, ii purlir

'I' 1 "" '""' "i-i^iiir. thin-, ilrs iliri'.-linns
(Niralli'ilcs ii crllrs

ijiii

li-nr rliiirnl ii-.-.i^ni't".. I'in
i'niiM'-t|uriirc, puitr fiiirr rvniiiiiiir la rrsnl-

liiiilr I /'. i, / : //. ,
n 1

I c( v i'1'ilii'i- hi rniiili

IJII'MM it lit i fii I nt i';.jii!;nil it /i
1

i'n Ir vnlliwr
|

/. \, f
|,

r>| piTrisi'iiurill l;i

rnjiilidnii iiri'i-M siiii r t-l .nlli .;nth'
{intir i|iir liv* lun^ui'iirs, nii'Stii'i'-i's ii

parlir il'iin inniii 1

pnini iliui-. ill's iliirt-ljun'. p;n';illi'|rs 11 mill's itr /', ,v,

/, -'tiit-iil n'lilVi uiri'H tl;ui'> mi
|il;in niiM|iir, nn, tl'i'ii cTiintrrH Icnnt's,

puiir ijitr Ir-. irnpt iliivi'iimiM /. ,s / -iiui'iil
[liirallrlrs ii nn in^nir plan.

(Irlii piiMr, <n [n. in i.i I'vittt'iunii'fil rinnn'cr la propnsilmn Hiiivnnln :

lintiuiMi II, l.r\ /uni;in-iir.\ //, r, ir Sinnf nit'Stin'TA' \itr </i\\ i/ruift'x

nun
(nit<ilf<

f>'\ n it it fttt'iHi' filun, jinur t/ur lr\ t/iirrluinx t/t'X Inn's tutttrx

iniif;iit'tii\ r, \, ( \>if/if, mi
i'nniin't,\t'\

t/tin\ nit nii'-int*
/;/(//),

nit </// mtn'nx

inimllt-/t'\ t'i nn ni>
:

in*' />tnn. if r\t nn-f\\iiin' t'l it
stif/it tjtir

In n'ttilI drift'

dc\ t'ti\iint\ ,/t ( in n f tin;;li'\ *///r A'j tliirrtittns r, .v, / forwent nwv it's



Done, pour (juVlh
1 soil vrrilirc, II sura nri'i'ssairi' t-l II snl'lira

IJIM<
I'

das faolmirs

sViVUiiouisso. D'iiilliMirs, iTilnirr ;i /rrn 1'iin this ravmis vn-lrurs /-. .

c,Vsl, suppOHor i|iin
I'uii (Ins points (lonnr.s ro'inciilc ;IVIM-

l'iii'l|!iiii-.

uanl, !i hi I'ondilhiii

/', V II,

I'.riri^ rnniim 1

II sitil,

oxprimo tjnn h l s

, l;i (toiulition

oxjn'iiiio qiin hi dirnclinn '/', |ii^i'|H'inlii:iil;tirr nu phut ilc r;in^li* !/. * !.

csL aus.si pfii'pniiiliculairij a Taxn drs ::, mi, rn .I'linhTs In MM-M, .|n,' ],.

/
*'' v

\

[ihin (In I'an^Io (y,
,v)

passim par I'jixi 1 dcs :.

Quanta rrt(ii!il,ion He. rniKlilinn

olio iKmrraAlrorrtiluilc, c.n vnrlmlc la funitulr i I-M, ii

Done,, pour (jn'olli. soil vmfi.'T, il sera um'ssaiiv ci .1 -uil'lin. .pir 1'

dos f'acloiii's

''. .v. /, /. .. /I

u t Mil sm , llv^^^
dos point* tloiinrts cninc ..... av-r r,,ri K i n ( <.,.

,|
lh .

| (

.

V() | UI||1 .

,|,,
j,.,,,,)

,

Ifihpipftdo conslniil, sur iniis aiTl.s
paralh'.h-s i, /-, ,- / sV-vinmuis.,..

c'esl-Miro, on d'audvs IrrnH-s, (|mf Irs 1,-nis arrh-s ,-, i. , ,l,.n,.m ,r,,i

parallt'slos it mi momii phin.

Eu Aganl aux
rimiannins .[,,'un vi.nl ,1, fair,, pnur,';, (

-. v i,|,.,,.-

rnonl Anoncci- IRS propusilions



'"'^:^ 4:;::: ;;:;r
v /,,..,,/, ./i:;;;;.!:;

""-' .-.

f 'v.i.w//)v* I- (

-.-.-r., ......
,,,,-,.,.,.,.,,.,,.



so MHMIHKK

,i

f ,
: par ,r,/, ". On aura dune,

(:>,(';)
,i.TOh(., \) I ,r rns('i , v) I

:. nis(,, /,J
n.

Ajoiil.oiis quo la Ini'mido (V|), o.'osl,-;i-dirr, ro<|iiafi<ni
dn plan mono par

I'oriuiiio inii'iKMnliculiiirdiiiOMl a i, so I'odnira siinplcinonl anil

si cd plan passn par 1'ax.n dos ^, ptiis(|iic alors, , olani piirpc.ndicnlairo

a /. on aura

(., V.)
:

''

. fust , ,
/ ) n.

iiitlii pnso, poni' (|iio
los deux poinis soparos dt^ I'nri^ino par Ics dis-

l.iiii(!(!S / ol .v siiicnl, rniir(<niif':s dans nn plan <|iii jiasso par I'a.vo dos ;;,

il sura mir.cssiiirn el. il sul'lira qut
1 lo.urs cm

inosun'MiS sur los axos dos M ol,/, vorilionl dnux rqualiuns so

a I'equalioM (y.5), o'ost-a-dirn deux oiniaiions di; la rurino
i \ / i

.f,.(:i)s(i , \) [^iviins^'i , y J n,

''.(
< ! "M u i

\ J I )'., ^ns (\ , \ ) 11,

lilalilcs

Parcilloninnl, pour qm! his Iniis pnints si'iparr.s (hi I'dri^im* par Ins

disLani'.os r, .v, t KoinnL nuironnos dans nn inrnio plan ijiii juisso par

rori^ino, il sura nntidHSjiiiT. nl il stil'lini ({ins Irurs r.oordoriiKMis

veriumil Lrois c([imLions sisnililalilos ii

trois tjqimlions do la fonuo
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Or Irs Irois angles

(-), (...,). (,.,)

in*, pniiviinl r.lrr ill-nils Inns Irs (nils, Inrsqur Irs r.mmlumirrs.r, ,-, ;, si-

tiir.sin-rnl, r.ummr mi dnil Ir snppnsrr, siir Irnis axrs nun rnm|iris duns
........ ' m(1

!

llan
- lrs '-'^iiins dr rrs (ruis angles n<- prnvrnl s'rvanmtir

ii la I'nrs; nl, par smlr, In syslrnm ilrs ('(trtntiltts
(vr; ) (Uilratiui la r.ondi-

(inn (-.'.ii).

,V',v/r///r ,r r,n/M,i.^ /vr//Y/.v /M'\ <i f( /j .v.-r../!,/, ,/
n-<*t/>n/ti,'in,'itt.

I'iinni Irs
[irnltlrtiii's dnnl la solutjnti inlnidiiil dans li- ralr.nl tins

rrsnHaith's I'liniircs avrr Irs runnln ..... M-N dr drn\ mi In.is poinls, nn

(I(H| n-inani ..... tmr i|nrs|j(tn d'aillrnrs I'arilr ii rrMiudrr, rrllr d.tnl

I'nl'jrl t-sl d'rlal.lir Irs rrlalinns
ijiii rxislnil t-ulrr Irs rncl'lirir ills

i-rnri-niirs dans Irs drnx rnprrcs .rri|italinns ii I'aidr
ili>s<|iirllrs nn

piissr d'lin pcrniirr sv^lrinr dr r.onrdnnnrrs rrrlili^iirs it mi Mtrniiit,

<\\
ri'r,ipi'ii(|ni!ini'iil. Ort'iipuns-iKius Ull inninrnl ilr rrlln (|Hi'H|inn rl

drs rnriiinlrs (|ni s'y rappnrlrnl ,

H'iip 1 ''
1 " r|t (

|"> " rlr (lit dans nn prrrrdrnl .Mrtiinint (vttir In

III" Vnlninr I, si I'tui iMUiitnr

.r,.r. * li-s riiitrii<iiinri>s rrrlili^ni's il'nn pm( i|urlr<ui<|iir I

1

, rrlalivrs

a Inns a\rs rri'liinitiiluircn uii
oliliijnrs, mriirs par nnc rrr

lainr ni'iginr { )
;

X, y, /. h'uis
linif.'iiriir-i iitrsun-rs, i, parlir dr rrllr nn^inr, siir Irs

iixi's drs ,r, r, .; uidrliniinriil prulinif-rs ilu rt'ilr drs rodi-

X, \
, / Iritis longueurs iiH-Mirri-M, ;t parlir dr la nirint! nn^inn, stir Ics

iiM's riinjii^iic^, r'l'ftl-ii-ilirn siir Irois ininvrjnix ;ixrs

I'l^sprriivrinrnl prrpriiilirnhiirrs iinx phuisdrs^-, ;; t i|rs5,.r

iU si Tun
nipn'isiMili' par

'' >. - x.- > . '.. \,. V,. /.,,

f, x [1, i, M\,
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(jiiand
an Hysttmni dos axns dmmns on siihsLilim un nouvi'au sys

d'axos, roritfine rnshwl la niftum, on aura

f ,?,, ii ,r |
/<

_i
I

' v,

} iv ,i'.r 1 //,)' 1 r'.'.,

il" .i' I- /'" i i
i'" -',

Ida valiMU'H dns mtnriic.icnlH

n, h, <; if', /''. '''; "', /'', ''"

I'l.anl. I'ou rules
|i:ir

los r(|iialions

/ \ i

i:ns\ v. \
.

i "'I'l \ '., \
,

rus(v. \,

(- - \'

"
/'- v

'''

'""/''*'
HH\ Vr. V/ ''"^

\,>
-. ^

' /
l '"^ \

,\

^
,

(ih'\\, /,J .
,, niiiiy, /, ) ., rii.,(/., '/.,

_. ....
, ,

O(N,,\ ( ) '..:,( v, \J

u( \, V,J .
,

C(is( \, ^
, )

'' ; , ^

DM
\'/.,, /.,

os valours dns r.ncflicitMils

iiinnt foiirnios par Ion

' '

V, \ ) I'llH

ens v,,
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D'aillc.nrs, la nalurr ilit res ilivors cnclliricnl.s (s|. l'ac,ilr, a reconnaili'c
;

nl., d'abonl, en vni'l.u (ins fWniii](!s(0, Ics r.tnif]ir,ionl,s milWmrs dans

unc mcnic. little, vtir(.ir:il<! (In (aldcau

l.tjnl cvid(!iiiiocn( c<! (jnn diivic.iincnl Ic.s coo

.'',, i ..

I', ijiiand nn a rcdiiil I'mir clcs Iritis variahlrs

ii I'miilr., i
i
l Ics di'iix iiiilrrs a /,rni, r'csl ii-dirc, \\\\ d'aulrcs Irnnns,

(juaml on I'uil (itinridcr If
pniiil. 1* avi-i- ri'.vlri'inilr dn I'mic dr.s lon-

{j.uciirs

ilos ii runilr. Pai'iMlliMiii'iil, m vrrlu dcs i'ni'itiillcs I 'M, Ics

'rrnn'is dans unc inriiii 1

li^ur vrrliralr dn (aidraii

iiK! di'vii'iiiK'nl Ics

dn point I

1

, quaiid on Tail c.uinridiT cc jioinl avnr rcxlrcniilc. dc I'nno

pniluilus ii i'nniln. Ainsi, Ics divers c(iiiflic,iciils riMilVniiiis dans his

ti(|uuLioiiH (i ) cl ( 'Ij sc rcduiscnl anx
|iruji!i'.li(>ns al^hriqiins qni

1 Ton

olitiiui! ijiiaml mi prujellM |(<H lon^iii'iirs x, y, / n'Mlnilcs a I'miilc, sur

Ic.s dinit'Jiuns x., y,, /,,, ii Taiiln dc plans pcrpondiiudairns auxdiroclions

X, V, /,, on Ics Inn^iii'iirs \,, y,, /., rcduilcs a I'mult;, KMT Irs diniclions
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x 3 y, /,, a I'aide do plans porpendiculaires aux directions X, Y, /. CcLlc

seulo remarque fournit un moyen simple de rcLrouver aisomeiH et do

reproduire a volonto 1'nne quclconque dos fonnules (a) ou
(/i).

Kn

effet, si Ton tlosigne par

Lrois longueurs, dont chaeune se mo sure dans nno direction deter-

minee, la projection algebrique dc ; sur s
t
efiectueo a 1'aide do plans

perpendiculaires a t t sera (voir lo HI" volume, p. i^o) (')

Done, si la longueur / so nkluit a I'unilt), sa projection algehriquc sera

represent^ par lo rapport

Celaposo, te coefficient n, par cxemplc, n'elant aulro chose quo la pro-

jection algcbriquc dc x sur x,, elTectuec a I'aido de plans porpendicu-

laires a X,, ct correspondante a la valeur T de x, on aura necessairement

et, t'on pourra, dc la meine inanicre, on s'appuyant sin 1

la romarquo

ci-dcssus enoncce, reproduire isolement chacunc des formulcs com-

prises dans le systeme des ciquations (a) ou (4).

D'aulrepart, ehacunodesformules(3)doUnecessairomcnl coincide!1

avec I'une de ccllcs quo Ton pent obtcnir en eliminant deux des coor-

donnecs x, y, z cutre los formuies(i); et, reciproquement, chacune

des formulcs(i) doit coincider avec 1'unodo cclles quo Ton ohtienl on

eliminant deux coordonnees & yn z, on Ire los formulcs (3). II y a

plus ; cetle coincidence doit avoir lieu, quelles que soient les valours

attribuoes aux variables a?, /, z on & yn z,\ ce qui exige que les

coefficients de &
t y, s soient les memes dans les valours do aslt y,t -*

f ') (E'uvrcs dc Caiichy, Sorio II, t. XIII, p. if)?.
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'I'"'
( "" ....." (

' S ''"''""I'* (i). H ,| !ms

I'nriuuli'S ('.\). Done Irs uriif nii'l'lini'iils

pi'livi'iil f'ln' pxpniiips rn fniiclinii drs mrriirinils

' /;
'

'' '' /"- '"- r, ir,

(in

Tallin's. KM rll'iTliia

/, ,!/>', ,,l. ,'

A I/.
1 r i/; /

"if li' rah'iil, ( >( pMSiin

i " /' '' /'/*!
| ,i /' ,, /,',._

i ' '/' '' I' AT :

| /.'/' I // '(',

'. It. IV.'. J |

'

i

in) , /,

ni vrrln ilrs
n>niiiri|tifs |ircn-il.'iiiiiH'iit 1'aih-,, hi viilrni' dr /

ilrs Irnis
piiinl-i |, in, n

ipii I'uiiifiilnil ;IVIT Irs i*xlri'iiiili>s i(r* Inn

M"i"Ui'H \, y. /, iliins It- i-iih CM run Miippitsr res liHt^ui'iirs n-iluilcs j'i

i
I .

* i *

I mull-, t'l tn'i I MM
t'iippnrir | ; , pniiiii)i ifim poinl (JIM*|I'MM(|II<< anx sixes

litHinlniiiiMi'i ili ./, > . -. Miicrilli-iiii'iil, hi valctii' ilc /t ilnrnn'i' par In

It'i'inuhf t,S) csl
pr.'i'iMriiit'iil |;i I't'Millantr i|i*s fiicinlnnin'Mfs ih-s intis

pnilll.H I.. Al, N
ijiti rniiifiilriil u\'fc Irs I'Xti'rinilrs ih'S Iniif-iH'lirs \, v,

/, ilitns Ii ras MM I'MII Mippusc ri'H liui^niMiirs n'-iliiitoK ii I'uniir'. d ui'i



I'on rapporle
la position d'mi point quelconque aux axes coordonnees

des OB, y, 2. Eniin, si dans cliaquc resnltante on fait entrer, non plus

les neuf coordonn cos detrois points mesurees sur trois axes diflerents,

mais les quatre
coordonnees de deux de ces points mesurees sur deux

de ccs axes, alors, a la place de chacune des resultantes

/, el A,

on pourra obtunii- neuf resultantes diverses, qui seront prficisement

les immoraleurs des fractiens comprises danslesformules(9)ou(io).

Done chacuno des formulca (9), (10) qui servant a cxprimer les coei'-

cients
,i, . c, ,r, n 1

, 6", A", K\ c-

en fonction des coefficients

a, A, c, a', //, '", a", /'", <,

et r6ciproc[uomenl,
a pour second membre le rapport entro deux

resHltiinlcs a deux ct a trois directions, construites avec les coordon-

nees dedcux on trois points. Ajoutonsquc la valour do chacuncdccs

resultantes poui-ra ctro aisemenl deduitc des formules etablics thins le

paragraphc V. Ainsi, par oxcmple, en vertu de la formiilo (28) du

paragraphs V, la resultanle K des cooi'donnees des points L, iM, N,

mcsurcos sur Les axes des ,r, j, 5, ollVira uno valeur numerique deler-

ininee par 1'cquation

le mouvcment de rotation do x on y aulour do z elant considere comrae

direct, on sorte qu'on ail

(x, y, /,)
= '

Alors, aussi, on verlu de la fonnule (a5) du paragraphe V, la resul-

lante
A'.B"-A"J.r

des coordomices des points L, M, mesurees sur les axes des w et ,7,
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ill'rira iiiir viilmir drlm'riiinrn par IY'i|iialii

(MI \' if .\t;
i \ . v . /-

1 \
,

\
|

/ i

'

]

'.,,(,, /)

Or Ins runniilns < i i ), ( i , ), nl anlrrs si'inblalilrs, I'luii-iimuM r.vidnii-

nil-ill, un ninynii 1'ariln. dn vmfinr Irs H|ui)linns pn). S'a^il-il, par
I'MMiipIn, dn vi'iriliiM- la dnrnit'-rn dn res ri|iialiuns? On roimnrnrrra

par oli.snrvnr i|n'rn vrrlu d.-s lnrninlrs( i ,,) ( >( ( i ', ) ,|it
paragraph.' I, on

a, (Mi sMppnsanf ai;;iis Ins angles (/. /), (/, /J,

rl, par suilr, dans Ions Ins ras

i \ , ** , /.

1

la Inriniili 1

( i i } pmirra sT-crin 1 finuiiii i
il MM! :

Cda
piisi'-,

il Mil'lira nvitlt'iinnt'iil dt* I'niiiliintM
1

riilrn dins, par viiin d

tlivini(in, Itts
(\c|iiiainns i im m (it), puur uhhMirr la I'unnuki

(Hi, IT
ijiii ri'vifiil ;ui uiMiiH', IMI I'nai'i! ii ht ili'i'tiiiTC (Ics iMjunliuiis ( no

lu fin'iimli'

,J'// 1 /r

A

tjni tMtuit'.ith! pi'ri'isiMiinnt aV)M- la tlrM'iiir-n'tlrs tM|utili(ins (no. On pimr

rail, do la IIH'MIII' niiiiui'i'i', ii I'aidcdiiH fnrmuit!* (Mahlins dans lt< para
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graphe V, verifier chacune dcs equations (9) ou (10). Knfin, on pour-

rail encore verifier ccs mfimes equations, aprits y avoir substitne les

valeursdos divers coefficients tiroes des Commies (2) cl(/i), ft 1'aidc

ties formnles genemles quc nous avons etablics dans U; para-

graphe IV.

II osL bon d'obsurvor que Ic systems des equations (9), pent etrc

rein place par la sciilo lorniulo

___.
!>' r" ~- h" c'

'

I-' a" - i'
n
a

1 a'l>"a"li'

A' _ H' V
h" <

- !><"
~~

c" a ret*
~

a" h ah"

fit le systcme dcs ftqiiations (10) par la seulo fon

//' C
"

CM' - 6" /I /I//' -- A' ft

"""

A'

AjmUonsquc Ins i'orinules (ij) el (KJ), on (i/\) ct (i.^), poiwiinl suissi

istro retnphicocs par un systeme di; ncul' Equations (|iii
soinnl linoaires

par rapport aux coefficionls rcnfurmes dans les formulas (i), commo

par rapport aux uoelficiciits renfcrmds dans les formulcs (3). Knlrons,

a cc sujet, dans quelqucs oxplicalions.

Si Ton fait coincidor succcssivemcnl le point P, donl les coordon-

nuca sont or, y, s, avoo les extrcmites en I, m, n dcs trois longueurs

riiduites a 1'unitfi, on obliondra trois systemcs de valours de a?, y, z
t

dont chacune compreiulra les treis coefficients renfermos dans uno

meme colonne vorlicalo du tableau (5); el a ces trois systfcmes de

valours de sc
t y, 2, corrospondront trois systcmes

de valours do
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.r, ,}', :;, dnn( ('damn nllVirn dniix valmirs nnllrs r.( line valour

s aux r.oor-

donnrcs drs Irnis points I, in, n, on drdnira r.vidr.mmr.nl. Ins iionf for-

mulas

Si, an riinlraii'i', mi fail rninfiilrr surcussivi'inrnl ID [mini I

1

aver.

<!\lrrinifi''s I M \l. iN ill's Irni

I'rdnidts ii riinili'-, on drilnirn snt'ri'ssivciin'iil drs ri|iia(ions (\) Irs

iirnl' roi'innli's

./ < I: /
i
r i. \'u' i Ii" h' i

r'V

On poim-ail, avrr la pin ;;randr far.ililr, di'dniri' dr.s equations ( id)

nil i r; i Irs I'ni'iiiiilrs HJ ) rl tin i. Vrnl on, par exempli
1

, drilnirr des

rqiialinn-, ( i

:

; )lr!' equations t 'i ), mi, rr qni rrvi^nl an ineiiie, la I'or-

muli* ( i
')

) ? II Mil'lira dr prrndn
1

jmnr inroiinties Irs roeflifieiils n-n-

feniirs dans It- laMran \ t\ |, rl dc drlrnniner siniilltaiieinrnl Ins li'iiis

I'orllirit'iils mmpris dans inn 1 inritir rnlnntir vrrlicidr ill
1 rr lablrini.

Ainsi, rn parlinilirr, Ir-- eipmliniis ( 1 7 i dtiiinrroiil

I" Ith r, i, (
i /,-/,' ,,

r,
'

n. |,/ i lit, i i',-" n.

r( Ton lirrra dr rrllc n, rn faisanl iraliord alislrarlion ilr la
[M'r-

rtiirri 1

,

plIIS. IMIM

I ft r
f' ' ! ' i ll I ll It l H /I

t,l I /// . t','
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On prouvcra,
de memo, en partaut des equations (17), quc chacune

ties fractions comprises dans la Tot-mule (i/i) se reduit a ^ cl genera-

Icmetit on ponrra, du systi'smc des equations (16) ou (17), deduiro a

voloutA, ou la formule(T/i), ou la formula (a5). D'ailleurs, pour e (Tec-

hier cette deduction, il auffira de a'appuyer, comme on vientde Ic

faire, d'une part sur la formule a laquellc on parvicnt quand on Ali-

minc ULIC scule inconnue entrc deux equations lineaires qui renl'ermenl

Irois variables, sans aucun LerniG constant, et, d'antre part, sur ce

principo, quo la valcur commune de plusieurs fractions egaies ne dif-

fei'e pas du resullal t(u'on oliticnt, qnaud, apres avoir transform^

chaqiio fraction an multipliant aes deux torrncs par un memo facteur,

on divisc la sominodes uumerateurs par !u somme desdonominateurs.

Ce qu'on vient do dire pro two encore quo le systemedcs 6qualions(i7)

esl equivalent ausysUmo dcs oquationa (16). Chacun de ccs systfemes

pout ccrtaineinent fitrc remplace par 1'autre, puisqu'il est demontre

quc cliacnn d'eux pent filrc remplace a volonto ou par la forinu!e(i/i),

ou par la formula (i5).

Si Ton voulait, non plus lircr dos equations (16) ou (17) lea for-

mulos (i/i), (i5), ou, ce (fui roviont au meme, los equations (9) et

(ID), mais effectuor TopAration invorse, ot revenir des equations (9),

(10) aux equations (i(J) ol (17), il auffii'ait 6videmmcnl de combiner

par voie d'addilion los Commies (*j) ct (to), apres avoir multiplie Us

deux membres de chacuno d'ellcs par un facteur convenablemenl

choiai.

Obsei'vous encore quo, si Ton applique le thcorome sur les produits

de resultanles au systeme des equations (16), ou au sysiome dcs equa-

tions (17), on en tirersi, cu 6gard aux formules (7), (8),

(18)
A-VT=i.

On arriverail aussi a la mcmc conclusion, enpartantderequalion(ii).

En effet, cetle Aquation, qui suppose quc Ton conaidere oommc direct

le moiiYcment do rotation do x en y autour de z, ot quo Ton a en con-

sequence (x, y, z)
= i, peut fitrc, pour plus de gen6ralite, presentee
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sous In I'ornir

rl s'rlt'iid, sons r.t'lfr <|i>niiiTi> I'ormr, nn r:is iiiriiir. on, In position trim

point (iiirlmnqiir rlanl rappnrlrr ;iu\ axrsdrs.r, y, ;: on r.nnsidri'oraii

I'oimnn dirrr.l, iion plus |< iimum-nl dr \ nn y atilnur dn /, tnuis Ir

uioiiviMiitMil d.' \ I'M
y, aiilnnr do /.. D'niliiMiis, on iirliantfiMiril cnirn

(Mix Irs ilniix sysli'iunM d'uxrs. mi nhiicndrii (''vidcninnuil, ;i In plun; dis

III 1'nnmilr (!<)), lii

''I 'I ''^1 '-liiii' 'in" drs iWmiilrs (i,,). (_.,,) nn pml ii ''diali'itirnl

drdnirr t'T'iitiiilinn ( iH ),

Si Icsdciix ^yslcUH'sd'uxi's i-nonlntnirs prrsriilcnf I'linciin IriiisiixiiS

tM'niidiniliiirrs I'lin (i raiilrr, on iini'ii

Dour, nliiis. rhai-uiit! di';. ri'siillitnlcs /, A si> i'('dnini siinplttiniMit ii

I'll n ili'
1

, si Ii';i inoiivi'ini'ittr. ill- minium dr \ i-n y aillniir dr /., t'l tin x.un

y, iitilnur ilti
/.., Html dr nir'nir

rspi'i'r, rl a i, ilaiis Ir t*as roiitrairn.

AlorsaiisM Ir-divrcHi-s ritriniilr> i-hddirs dans rr
pitrii^raphr sr non

luiiilriint HVI'C Irs I'm inuh's r.iuiniirs
ipii

-r
r;ippnr(iMil a l;t Iniiisronna-

lion drs riHirilniiiirt"* ri't'Iaiitt.nlitiri^, i;l
<|iti

onl I'-lr rjipptdrrs dans nil

pi'rr.i'drnl .MriiminM rmr Ic IT vidinnr, p. '';;!)( ').

NIUIS t't'iivt'n'iiiis ii DM iiulri 1 Mt'innin* la rtiidirrrho dcs lois snivanl.
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lesquelles les nouf coefficients renfermcs dans les equations (i) el (3)

dependent do la forme des deux angles solidcs qui out pour aretes,

d'une part x, y, y., d'autrc part x () y,,
/ et do trois constantes propres

a determiner la position tic Tun de cos angles solides par rapport ii

I

1

ant re

01) servo us, on linissanl, ([in;
los formules (16), (17), (i8)peuvent

fttrc ctcnducsau cas general oi'i, a !a place des equations (i)et(3), on

eoiisidei'ci'iiit deux liquations do la nienie forme, mais i-elalives a deux

syslomos do variables, donl lo noinbre serait le mr.mo dans les deux

sysLiiines,
et d'aillcurs finssi grand quo Ton voudrait. l^U'ectivcnient,

les formules (aa)de la page 17!) an II" voluinc(') ( qui so rapportent a

deux systijmes d'6qiiiitions semblables aux e(|iialions ^i) et (ii), se

Irom-enL roinplaccos par d'autres formules du rneme genre, quand on

eehange entre eux les mtcfficienUqui occupent les monies places dans

les deux syslemes d'equations; ot, par consequent, on pent, dans le

cas general, obtenir deux syslemes de tommies analogues aux for-

mnles (iG) 01(17). Aj on tons quo la lormule (18) se trouve comprise,

coin mo eas pai'ticulier,
dans la fonnulo (2^) do la page ml6o.

('} CKinvi-x tic, dittidi}', Srri 11, I. XII, [i.
nn.
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representor
lo signe symboliqiW i, :uH|uellesgeomotresallomands

subslitucnt la lottre i. Co signc on cetle leLtre otail, si jc pui.s ainsi

m'exm'imer, un outil, un instrument docalculdontl'introductiondans

les formules pormettait
d'arriver plus rapidement a la solution ires

reelle des questions quo I'on avail posees. Mais il est evident que les

theories algebriques
doviendraient beaucoup plus claires encore, et

boaucoupplusfacilosasaisir.qu'ellospourraientetremisesalaporlec

dc toulesles intelligences,
si Ton parvenait a se debarrassor comple-

tcmeut des expressions imaginaires, en rcduisaiit la lellre i a n'clrc

plus qu'une qimntite
reelle. Quoiqu'unc tollo reduction panU invrai-

somblable et memc impossible ;ui premier abord, j'ai
neanmoins

ossay6 de resoudrc ce singnlier prohleme, et, aprfcs quelques tenla-

tivcs, j'ai
etc assev. heuroux pour reussir. Le principe sur kquel je

m'appuio scmble d'autant plus digno detention, qu'il peut elre

appliqutmome a la tkeoriedes norabros,dans laquelle il conduit ados

rosultats qui raeritenL d'etre rcmarques. Entrons maintcnanl dans

quelques details.

I. Sur tat iniuivu,tGiiws ftritlimStif/ues ct ulsc

Lorsque deux nombrcs cutiors /, m, 6lant divises par un U'oi-

sifeme n, fonrnissorit le in6tno resLo, ils sontdits congntsoufyuivalents,

suivant le module on rliviseitrn. Pour indiquer cette circonstance, on

pcut curivo, avoc M. Gauss,

/v l~m (inod/i),

on d'autres termos, deux fonclions enlieres de a?, qui, 6tant divisoes

alg6briquemont par un Iroisi6me m^), fournisscnt le memo resle, on

peut dire quo CDS polynomcs sont tquivalents ontre cux, auivant le

module ou diwettr m(^), et indiquer cette circonstance, comme l*a

faitM, Kummflr, eu 6crivanl
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IH-t'MMMlrr. nun plus d ns trois lollies iniliah's

., main ih>s truis Irihvs inilialrs ,//V. CHa p ((H r, la rurmuli*

nx|.niiH'r!ii|iM.|i'h.IiMix p..lyn,.,n<'s -.,(.,- ,,.| /( ,rsonl riqiiivaliMifsmilri*
<'i'\, Kiiivanl I.- iliviftiMir (.H-D, ( , Mt ,. .PiMilrrs hiniins, ijint
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equation
(Ida I'orimj

(/ dftsitfnsiMl,
mil! lonclion nilirn'.ilr.r.

11 csl ;,isr, (In voir qur <lrs rqiiivalrnrrs jil^hriqin-s, qu;.n<l rllns

sonl ionics mlal-ivus an mrmr divisrnr, IMMIVMI! rlrr. aussi hi.'.,
,,,r.

( |oH(.qnivalmic.!SUi'ilhMMHi(|iii'.s,rniiihinrrB
......r rllr, |inr vuird'^hli

linn, tin souslraolinn r.t (In iniilli|.liriili..n.
Ainsi. par rxni.|.lr. si, <-n

proiiinil. ra(.r) |mnr (liviKour al^rl)ri.|in\
..... Irsi^nr par

iviM'siis Innc-iions nnlirrcs dc ,r, Irs run

iiiHinl,, los lui'iHuli's (
.'>

), |H'rsriilrns
situs hi I'liniH- tl't'

rs, (loviundrnnl.

y (.() / (.''I \ II M( ' t.

Vil'' 1 X.i'
1
'

1

)
' " '' 1| ' *'

(/,
n n ii.Jt . . . Man I. tins rnnr.limiH tuilii'n-s ilr .r. Or 'Irs rnnnult's ($)

flnmhinfios nlr olios par void tl'iidriilimi rl dr uinhipliciilinii,
n

lirura

ct

in
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li, V rliinl ilrs f'uiH'lions ruln-rcs dn .r ilt'lmiiim'os par II-H formulas

/'

()|t I:1 ''''iirlinu I'Mlirrc rii( .r ) r|;,,it prisn

( i<) pnnvtMil rln- pn'-snilrKs SUMS h-s f'urinrH
(('.)

c.l, (7). Ajoulnns
si, ihins l;i I'unmil.' r; ), mi

siippust* Irs I'unr.lidiis (p(^), ?,(, <p a (.r

rjralcs ruler I'llrs, mi iiura, rn
il(''M|{ii;uil p;ir /// tit nninhriMlt! ois i'onc-

limis,

uuli' MI* roinpam- ;i la luniiiilc
(.'( i, il n'-siillc

i|iH!, nans
1

(''ijiiivitlnift
1

;ilj.;t'liriiitii', IMI pnil rlnvrr srs drux nuniiliiTs

a la ///'""
puiiiSiinri-, ipirl tjiir -.nit |r nninlini i

l nlic,r //(,

l,nrsi|n

%

MM a Tail passi-r ilans h-
prcinii-.i' iiu'inlirc rf'unr

(''iptiviilonn!

al{?i

F

'lii'ii|in'
hint* It's li'rmi's

tpic rnirnnnail. rcllr r(|iialion, nlln sc.

rriluil ii la riii'iiu-

!'(.'') claiil inn' Inm Imn riilirrr di< .r. Siippnsnns iiiainliMiaiil
(jiir, li

i-M .r i rlaiil du di'uri! /*, mi

Ir ri'Mlc ili
1 hi ilivitiiiin

algt'ltrii|ih' ilr I'l.r) par di(.r'). I,'ri|iiivali'Mi'i'(
i .>.)

pnurra t'lri 1

picsriiti'i' ^011^ la runin 1

Or, ruiiiini'
rt<ijiiiiiinii (i.ti di-vi-a Milisislcr, qni'l ipiii

soil ,r, nn i-n

lircra, IMI pnsaul ,r u,

(In (tui'jt dtiiii' tMU'uri 1

II, i \l\,
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puis, on divisjuil pjir.r,

(".eUodornirro Aquation drvaul nllii-inrinr suhsislrr, qurl qn<' soil .r

on on Lirora

fit, en ciiiilmuaiil. do la sortc, on fiuira par m-onnjiilrc <|ur In IW

ninln(i'i)(!nlr:iiini
avor. nllr, n rqnal.ions dislinrlns, savtiir,

0/i)

Dune, lnrst|iin
In ilivisnur n(;v') rsl unr fiiinMinii riili/'iT tin ilr^n- n,

lino oqiiivalniuMi
ruhiLivo it i',n ilivisc.iir initriiini

1 :IVIT rile // ri|ii;itinns,

([li'on
ohtionl. on (livisaill. Ir priMiiinr

iiH'inhrr par r.-i(.ri, ;ipri-s
:ivnir

1'ait passer tons lea Lnrinns ilans IT pnmiHT iimniltri!, rl 'j^ilanl

nnsuilo a /.tiro IOH oorl'linitmls dnfi ilivurscs
piiiss:iiit'.iis

di- -r nmiprisi'.s

dans Ic rcsLn dti la division Blloolui''^.

Pour Mioiilrnr unn applic.aliun Ln'-s simplr ilns prinripc;; '|iir
nous

vniions d'lHablir, c.oiisiiKsi'oiiH n parliculior Ir rus on |t> divisi'iir i.t( .r)

sis rod nil. an Itinoinn .r"- i , (loninn 1 rn liiinuni 1

ilivii-i'i'ii la dill'iTi-nn 1

([iud f|ii(!
soil d'ailltMii's In noinliri' rnlirr ///, on ;mr;i ^r

(iii, (in
(jiii

roviiMit an IIII'MIIC,

|iiiis
nn imilliplianl. Ins donx inninlirns ilr la Innniili! ( iii ) par .r', on

l.inira, pour dns valours onljrrns ipmlroiuini'S dn / rl dr /;/,

(17) ,,.<> t <,...
-

tl
.i

t

Si, dans cnttB dni'iiirrn I'orinnlr, on aLlnlttitt siirn'ssivrinrnl a / li

valours
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in en lirrra
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IN

ilivisi- ur I'-lanl lunjmirs li< l>in<>m<> ./ , , Soil iiiaiiilriiaiit

en viM'lu do la i'ur

'..-, ('
'

^||i^ -'
''

i ) ;

(
'

lll "' n '

'I'* ' ' ll1 ''''i'"' " i. t|ni iTpn nlti |c nviin <|i- la division

alKpl>rii|iir
di* 1'i.r t par If liiunnir .r" i. On

prill traillt-nrs rlrndt-n la

Inrinillf ( -MI I an ra- t nu. If hOfniid inriiilirr dr
rrtjiiiilitiii (i;))rlanl

I'.oiMpiiM' li'iui niiinliri' inlini ill- Ifi'ini",, la fum-hnn !'(./) surail, en

vi-rlti ill
1 rrllf

ft|Uiilitni nifini*, hi MUMINC d'mir st'l'ic riinvn'{<i'i)t(i

oi'dnniif!' MI i van I Irn pin -.fiiiiit'i'M iMtliriTs cl itsi-nidiuilrs do la

variahlf ,r.

(.ttiirutlfnnis ritnii'i' Ir IMS nu d- divisciir sc n-duirail ati

.r"
! i , Cum in i' i-f Inniiiiii' diu'>fia la ihHV rciirt*

qui'l i[iii' Miil iriiilli'urt Ic niHiiliri' untifi' w, mi ;nifii

IHIUP ilt*s vidfni's
iiiipaii'i'H tli- //>,
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on, en qni nsvimil iin mi'Miir,

<:l, par suil,

0*3)
'

..... ' ''

/Man I, un noinlirn on I in* quolfimiqiip.
On Inntvn'a. ;iu run I rairc,

diis valc.ni's painis dr. ///,

{".'0

on, i',i5
(|in

nwH'iil, ait IIIIMMC,

K>) -' -

ol, liar snitn,

(!ola posr, il (isl,
I'hiinin'i'ti pivnanl ponr diviM'iir lc liiiimni 1 .r"

I i , un

(liMluii'ii dc. riM|iia(inn (uj), juiiilr uu\ iS|uiv:ilriifi's (.'!! i i-t tvti), nun

plus hi IWrnuln (y.o), uiais In Kiiiviinlr :

(!I.L(! dc.niinni
(ii|iiival(incn I'iiil inininiialrniriil nimiailri' la Iniiclmn

(iiilihrn dd .IM|U do^i-n //
.....

i.ijiti ntprrhrnlr It
1

ri'slt* dc fa itivtsinii

n
I'(,t0 par Ic. hiiioiut! .t"'

\
i .

Dans la thAorio dos iiqnivaldntics al^i'ihriqurs siihslilurr ii la lln''urir

<lns
iina^inaii-i'.s, la hillro / imssorn tic

r(i|inVsciil)'r In siKtir syiiilin-

li(
l
ll(l V

.....
i

. q iiiHis rnpudioi'iins iMiiiipli''liuininl . i>( qin- nuns |Hiuvnns
alunidonnor sann rn^riM, puisqu'nu un saurail din* IT

t|iir
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prclpmh. si-i.p, ni
,|ncl SPMS on doil lui all ri Imp. r. An cu.ilrairp, ,,ons

p|, P.. substilnanl IP sij'iic . !m si-,,,- -, n .ns IrimslWmmms PC

relative a hi variahlc / p| an .livispui' /
"

.

, ,, D'nilh.,,^, H- divisciir rc,s-

lanl In iiH-ini- ilaiis Iniilt'^ Irs ['iinitulc'i, on puiirra SP
dispniisiM

1 dp

I'prrirp. it sullira irailniplln-. PIUMHIP nuns IP I'pnuis pirpclivcinpiil

mi ilivispnr /

'

i i . Ola posr, nn passrra sans pcinn I|PS
Pijiialinns ijiti

rpiilcriiH'iil IIIIP vaiianlp ri'cllp atix ptpiivali'iipps qui tli'vi'iinl rpiu

plari-r IPS i''i|ualinns iitia;;iiiairrs. I'll d'alun'il, rninuir Ic hi

i|l|pl (jui
1 Hull IP ininilur t'lifii-r in t nn en

I")

<m, PC
ijni ri'viriil au IIH-IIIC.

iis, (<n iiiiil(i[ilianl par /'Irs ilrn\ iilm>s <lc la liirnnili' l t (i
),

ll'nuvt'i'ii t'lii'iirr

Pur suilr, hi Ton rrnijiliHM' snrn's^ivi'iin'nl Ic noinlii'i' cnlmr in par Ic

ntiiiilii't' pair -HI, 1-1
p. ii h iiiiinlii'i' impair -.fin i i, nn Inrra ill's I'nr-

iniih's ( ',-, ) i'l i it i.

il r^iinl ii ri'H ilivrtsi's I'tn'iniili-s, si 1'itn iiitniiiii' I'u ) iiiin r

!'!* di* i ili'Ii'i'iiiim'1
!' ar I'l't



Olisorvnns, an ri'sli
1

, IJM'IHI pun\.nt i It-tin in' utn I M it- in CM I I.", ri

luiiniS (/| ) c.l (I* ) di's I'l'i'muli'M "
1 1. 1

'''
'. '

"
' 'In (ircMiii'i- p.ir:i;>.ni|ihr

IMI r(
l

i)i|)lai;aiil
dans res I'nnniili'S Ir iiHinlur n par Ir inuiiliri' -. r| |,i

Ir.l (rn -r par 111 Irlhr /', Olisi-rvuM-., dr
jdu-., <|ii*-

l;t lurinnh' i it i

|UMI|

i''lro t'llciidlir an i'as nil, In srcinid iiii-nilii r- il- I

riju.il
imi t n i t'-hml

rnmiiorti'
1 d'llll nuniltlT inlini dr lrruii">. l,i tuih-lmn I

> / r-i ,ul
, <<n vrrln

dr (Till 1

t'iqwilinii
niniM 1

, la snniinr d'nin- '.riir . nn vi i ^\\\i- onluiuirr

suivant l(!s puissances auri'iidanli"; i'l rulii-rr't dc Li \ ,ii i.il'li' ;
,

Si la I'diii'linn l'( /) r-il Ir iirnilntl ih' 'l-n\ l.n dm . lnir'.ni i- .

il rtlli'll I'll c.ih
1 dt! la drvi'lnppri MIII\:UII Ir'i pin ..HP

On aura, m rM'rl,

Si, dans lYijiiivali'MnM t, ii red ml Ir luiiniii''

idle dnnurra

Kittill, si Ton roinhnir ttittnt clli'S, pur vmr dc
iMiillipln'almn, It".

ri|iii-

valiMli!i!S(K)t:( (in), mi it inrliira, ru i^;n-,| ,, hi Iminnlr M, t,
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ilil '" l "' Sl '"> "* "'"'"'"'""I'' I;, IWnmlr(m cl;ml Ju.

llr '' n '" In " :|V|I|> ||1S l

'

(

'

s|( '*
'I"'"!, iil.lirnl, rn Irs ,livisii

'I'"'""'"' I""''' ! '-'>'" In si i?M ,- ..Mnln

r.iiinnir I mi :>;iil, la proposition siiiviinlc :

-SV /

A/

i "
"'''I'"'. -'^ ioriMNMin, HI, ,,HII muplA^r In

SI M|1
l'
:ir hls

'f' n " |i: " K'-in-ral. n.MMnc dims h.uh- ruivnlmro

s .Ts

i-u .livis.nl .Iriix
Iniirliiinsi'illiri-cscl../!!:!!-/

1

'

| i.i| (
. s |

'/'/.* //i.-//i/,,v, ,/,-
/VymV,,/,'/,,-,' U '

mt,tfs.-nt n ,/,-s f,,nr-

r ,,HIM I .mo/'mr . nnr ,^unn'nn r

CiMisnlrron-i MI.M nlm.uil I'm,,-
i|iirli-niii|iir tli-s

tM|iiiviil(>iiii<>H iil^i'.

|iri(
l

ll|l!it
l"'

'"'
nipt" 11''""' ' 'liviM-iir,' i ,.Si, ;i|,n's;ivnir fail pusscr

'" lls l(
'

: ' ll
'

l'""" ; ''it"'' I'
1

|HVii,i,M- ntnnliiv. rl iv, (nil mi, si r.> (

|iiiviili!|in'

nrniniM'1' i, la r.irini'

<" N'MiiiiMir., i ,.,/ |i< ivsh' ,| t
. h, .livisiiiti

atKi'tlirii|iutili< lu'jpr/
1

I i,

ri'i|uivjtl(Mirr i i,! i, lraii..rnniii'i' on inir
rijitiition vi'i'iliililr, |Kiun'a

s'l'rriri- I'timnii 1

il -.nil ;

D'ailloui's, rn|iiii|jtiii nil ili'vtiut fitih.sisii'.r. (jurl ijuc snii /, on en

liri'i'a irnln.nl, en idlrihtittiit it MIIIC valcnr nullit.
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De plus, tie la formulo (i4), jointo a la formulo (r5), on lire, <|uel

que soil i,

<',!=<>>

et, par consequent,

(16) r,r=o.

Inequivalence (i3), substitute \\ imc liquation imaginaire (|uel<;onquo,

entraincra done toujours avec die deux Aquations roelles (if>) et (if>)

que 1'on obticndra en egalant a zero la parlic consluiile ot la coef'ii-

cient de i, dans Ic reste de la division f(i) par z
a H-i. Les deux

Equations reellcs dont il s'agit soul precisement colics que Ton consi-

dfirnit comine pouvant ctrc symbol iquoment rrtprftscnlcos par

I'eq nation i magi nn ire ii la(|nello nous avons subslitne requi va-

lence (i3).

III. Usftge ties equivalences (ttgebriqit.es duns l Irigonoinelrie
et duns functlyse des sections ii

Si, dans la formule (B) du paragraphe precedent, on remplacc Itis

binomcs

-h(3/, *{
+ St

par des binomcs de la forme

oos.r -h / sm.r, cosj' -|- /sinj',

clle donnera

(cosx -I- /sin.-r) (cosj' -\- i sin/) ^ cos.* cos;)- -h sin.r sin y

+ /(sin.x-co9_}'~|- siii^-cos.*-),

ou, ce qui revicnt au meme,

(i) (cos^ + ('siao;)(cosjH- (sinj) ^ cos(^ -I- y) -h is

On peut done enoncer la proposition suivante :

ta I. Pour obtenir une expression equivalejite ,
suivani le

dwisetir i
s
4- 1

,
au prodttit (Tun binome de la forme

s;r -t- /sin.r
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/// A* /'innitir .wwAA/A/r tlnnx A-ymV n-lni n' Xl
-

trnnx/nnitr t/utirul on

irni/ttrwr
' /""'.v, '/ MI/ jit tie /rm/jA/or, i/ttnx Ir /Hrrntrr hinnnie. /Vr ,r

[Kir
In xu/timt' .r

\ )',

Si, ;i|ir\s ;tvnir nlilcnii l;i ronnitlr ( m), on
iniilliplir Ics

deux iiH'iiiliri'.'i dc iM'lh' r.iMiiul.' piir MM Iruisirinr liinoi ..... | r In fon,,,.

II
_y

;i plus; rn
II|)IT;III| plii^H-nrs fni-; <lr si'inliliihli"; in u ll

ipl KM| MIIIS,

nil di'ilnii'ii rvitlriniiifiil (In (irmiirr lln-nrrnir l;i pi'u|insiliuii siiiviinfr :

Tlli:nui':Ml II. /Wr <>l>t<-nir urn-
r.r//vn/-./j t'-t/niui/t'/itt', ,\m\,int //'

thvixcnr /'
!

i , //// i>r<n/uit </</ /iiintin'

'ini' t/utttnl it/t

A-

. Si, <l.i n . I,- (lirni run- II, mi MI|I|HIM- l,--i itir^.r, r, ;;, ...

Inns I'ftiuis I'liln- t'ii\, alnrs. rn ilr-.i-nitnl
p;tr

/* li- nuiiiltri- ilr n^iirrs,

1111 Vl '

ll|
'

;i I'
1 '" ..... "thH- -a- rrilnjiv ;ut piiMluil n.r. rl i'nn uhl irinli.i l;i

III. ,\ f /'/, ,/n-rw- A/
"'

pun \nnt-r ifn

r r
( i

,
A- ,v,/r ,A- tn tti\-i\tnn SMI ms/i.r I /si

r iltt

rtmt'tlr Mniw. AJHn(un*4|uYn VIM In dcs ntnvrntimis inlnpli-cs, re

SITU I'vriinr' uitiili.iciiiruf [.iirlu rnrninlr
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Voyons nontenant qile || B8t Inequivalence algebrique qui dnil el,-,
sb.t,tuee a la relation

dicouvprteparBuler.onlre los sinus el co,i,,,,,'
ct les exponenticlles imaginaircs.
On prouvo aisenient que IVxponenlielle ^ pou[ (oujoul

,

s ,.,,,, (|(
, VL,.

loppec B n un 8 sirie
convergent,, ordonnee suivant' Ics puiM a,,CM

ascendanles de a,; i, I'aide do la fonnulc

en verlu de laqaelle c" peu t .re eonsidbree comn^'uno fondion
enlicro de ,r, compose d'lm nombre infini de termus

D'.,lleup, ,i, chu.s |8 fonnule (3), on ren.placo * par ,*, ,, ull
tirera

Cela posA, la formule
((i) du paragraph, precedent donner

(5) eu-~ , _ Jil _f^

Mais, d'autre part, on etnltlit aisement les equations

<

sin .*,- =: ~ ^_
i i. a. a

.*'
i

.r l

Done la formule (5) donncra simplement

ot 1'on ponrra Anoncer la proposition suivante :

^

de
i, et conne unt fonction

,, Gst dwste alMnuemem par le binome ?+ r
,

fc ,wto rfe

le binome
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Tol nsl, dans l:i (lu'wir. dns
r<|iiiv;tl ..... -rs al^lmqurs, IV-nonn- dn

(.iH'tm-iimo d'Kukr, <|iii. il'itilh'urs, so Inmvr iiiiplirilmnriK iviifonnu

iliins la f'di'innlii (7 ).

orlo irnliHiM-vrr i|nn l;i IniiisloniKili.m di's I'lU'iuulcs do Mnivri'

c.c!H Inriniiln?; luiilcs rrllivs tjn'mi rn driluil nnliiiiurnnnil . Ainsi. n;ir

(tM>ni|ili> t vi'iil INI lifrr ilr hi Innmilr
(

... ) l,, s vitlrurs ilr rns//.c r| di>

sinw.r ('xpriiiM'-rs en luntMinns rntii'i'i'M dc sin.r rl dc nis.r? II siil'lini

il'nlisiM'vrr (|iiVn v.-rlu ,|rs riinniilr.s
(

;
, t, (

(i )p ,| M .ani-mhr ||,

Or, Ics ilriix niriiilii't's ih- rrtptiviilrnrp i )) t'liuil di-s InchMir

il(! /', p.Minnih'i'tiiii iivin- In. j'fsii'H tin ItMir ilivisimi par i> \ i. Dime, lr

SIKIMI .

, I'tiipliiyr jinin iiiiiiipirr I'l'^alihi tit's ilittix nslis, pimrra
I'-lrci

ri'inplari'i, thins la rurmuti* j. par (r si^iic , c| I'IDI aura

. . . .

i
| n i .it '

i mil .c I'M-,''
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Ajoulonsqno, lY'quatmn (10) dovanl subsislrr pour line valcur
<|iiol-

conquo do/, ol, par nonsoqiHinl, pour i^-n, los pjiriios indrp<*iidiinl(>s

do / dans los deux mombros duvronl ol.ro soparoiiirul o^jilos onlro
olios. Dont;

ri'squation (KI) onl.raiuoni los deux oqualions disfiiirlcs

siiu.,': -. '.rsin^-./'l"-.!'!" _:') n(S ,, -,

irsin!lir

IV. - 5(/r /t's nint/ttfrs rt Irs ttr^itim-tifs tt,:<t lnnu,i-x ,/,- /,/ //*,- | ^ /,

On H'iissuro aisiinioul
<|iio l.onf. liinoiiK! dn la I'lirinr

I jV

pent cnoori! otro prosonto sous rollo aulro I'oi'nii!

/'(t'DH/ | /sill/),

'etanl line quaulilo posilivo. Ku oll'ol, pour qnr |,, s doi.x ..xprossions

I fjl, /'(ens/ | /sin/)

reprosontont nno suuln | m.mrquaulilo, quollo quo soil d'aill.urs In

valour ultnhuoo i. /; ou, (MI d'aulr.-s lonnos, pnnr (

|iio /rnsliinl indr--

Ii'iniii6, on ait loujours

il sufllt quo i- ol / salisfnss(Mit mix doux
oqiuilioiis

\*> V.
'

/'COS/, fi:
; /'Kin/.

Or on poulysalisfaircou posant

^
/--(a'-l-.p'ji,

otpnMiantonsuiloponr/l'unqu.d.ionqtKMlos aros donl. In !,, ol. [

cosinua sont dolermines par los fonnulos

C'l) .,/: -*.
-;' sin//..: S.



IKS KQlj I VA LKNUiS AU! KHH IO Li US.

qui peuveat oi PB verifies simuHanmnenf, puisqu'on on tiro, e,i to
ii la Commie (3 ).

La valour positive do ,, Iburuie par l'6,,uatiou (.'{). osl co qllo 1H)US
appellcrons le module, du binome a. + Ii L'arc / hi >

'

*.

formules
(/,), sera ^argument du n',6mo binomo.

'

D'alli,!!^ I,!
'odulo r. corrospondaut a dos valours donnecs

, p, offrira dvi.l,.,,,'
nont uno valour uniquo delormil ,eo par Tequation (:i), lluu |is

1 argumont t, dolermino par le syslon.e des equations (7( ), offrir, uno
mlinilo do valours reprfeontocs par los divers tonnes d'uno pro--on

ar,Ui,n6liquo donl la raise,, sera la circonforonco ^,-c,,r,.s

'

dantc au rayon i.
-i

Si lo module du binome + p ite ^it a zoro
, I'oquation

/'
~

O,

I'on pourra prosonter sous la forme

cntrainora necessairomeut los deux suivantes :

(7) = o, (3
= ,,,

I'on arnverait oneoro aux u,em o s conclusion, on

oi t , ilsutti
io modulo 7-sored

Si au lieu d'un scul binomo + pi, on considoro donx hinomos dola memc Cormc, savoir :

'"""n* no

-h(3/ cl y + o/,

''on nommo r
(
,' los .odulos de oes deux Linemen, en 8orlo .

qufln
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la somme des deux binomes, savoir :

+ y + ((3H-o)/',

aura pour module la quantite

tandis que leur difference

aura pour module la quantite

Mais, d'au (re part, en remplac-ant 2 par o dans la formulc (ti) du

paragraphc II, on en tirera

(*+ (5*) (T
8 + s

) = (T + |53)
s+ (o _ (3Y)S

et Ton en conclura

(cr( + W-<(**+F-)(r-+fc),

ou, cc qui revientau m6mc t

(Y + (3o)
s </ >s

/''
s

.

Done, par suite, la valeur numcrique do, la somme

Y -I- 135

sera infcrioure an produit?
1

/'', ct les modules des deux binomes

+ Y 4- (P + 3)/, a - Y + (I
3 ^) /-

scronttous deux compris cnlre la limile inferieurc

[r'--'iir'-\-r
!

*-^-(r-r')

et la limile sup6rieure
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ou aura, commo on I'a vu dans lo paragraphe II, non seiiloincnt

(8) ( --;-
[3 (-( -i- '"') -~~-

<*y
- "> + (*'3 --I- P") '

mas encore

Si, d'aillcurs, on nommc, r, r' h;s modules dcs deux binonuis

a-l-pA Y" 1

"
1

'

5 '''

e,t i !e modulo du produit do cos binojnos, fa forinulo (<)) [iciirra

s'ecrire com me il suit :

(10) r-r'-~i.-,

et Ton en lirura

(u) /T'= t.

module das deux hinomesde la forme a -|- pe (?,rt /
!

^v//

an module de leurproduit.

Au resto, ccllc dorniore proposition, ct pkisieurs autres (|ui
s'lin

doduisent, peuvont encore (Hrc facilcmenl d6monlr6cs do lit maniijro

suivante :

En vci'tu de la formulo (7) du paragraphe pr6cedcnt, on aura

([a)
cos/ -h im\t-^e,"\

et, en consequence, ('equation (i) ontrainera lonjours nvoe elle I'oqui-

valcncc

dans laquollc / designc le module ef / 1'argumontdu binomc a+ p.
Go binome pouvant d'ailleurs elrc le roslo qu'on obliont quand on

divise par t
a+ 1 une fonction enticrc quolconqno do /, la formule (i.'i)

cntrainera evidcmment la proposition suivante :

Tiitiouiisn; V. Lorstjifon prend pour diviseur algebriquc le binome

i*-}-i, une fonction cntiere quelconquc de i est equivalente tin. pwdtiit
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mule (12)1 1'equivalehce

i5) (a H-(3/}"^/'"(L:os/-l-

A laquello on parviendrait
aussi en elevant a .la niillHf

puissahoe chaqiie

mcmbro tie la ibrmule (i), et en ayant egard a la formulo (2) clu para-

graphc precedent,

Supposons maintenantque Ton pose, poiirabreger,

(iG) .,:--(-?/.

SoieiU d'ailleurs, cominc ci-dessus, r IG module et / 1'argument du

binome a-f- Si;
/ el, /"'

scroiH les modules respccUfs d'os quantites

qui verificronl les forinules

Soit encore f(a;)une fonction entinro do' a;, du dcgre n, en sorto qii'on

ait
'

En fin
1

, d6signons par

les valcurs numeriquos des coefficients

Les divers termes do la fonction /(a)) determines par I'oquation (i/i)

auront pour modules rospoctifs les quantit6s positives

(20) 'n,/'", a,/"'-
1

, .'.., o_,/-, D B ,

, ..

qui sont respectivemeiit cgales aux produits du facteurr" par les divers

termes do la suite

B
|

8
| SH

(a .O .,
... ',

'

s7' ".''
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Or, le second membre do la l'onmilc(V|), (Hunt loproduiulii faeteur /"

par la difference

- '^. _ :!_- _ _ ""-' !l "
n "

,. r,

--'
,,,-, ,v

qui s'approehe iiulcfmimfint, pour des valours nroissaiilos do //, d<> la

limilc rt u ,
on pent al'lirmcr quo, le module / venani, a croilrr,, It;

module It deviendra infiniment grand, en mnme lemps (|iii!
/". On

pent done enoncer la proposition suivante :

TriKOiitoiK IX. Snpj)o.wnsf/uc,poitrfibtfg&' t
on (Mug'/tr. pur la se.ulv

kltrc x k binomc a -f-p^ dans lequel i drsigne line variable, imlclc.r-

mince. Soil tirailleurs
l'(a?)

it fie fonction enl.icrc de x composite (fun

nombre/ini de tcr/nes. Si I- on fait crottre indejiniincnt k module r dc la

variable x, k module \\ de la fonction {(x} dwiendra infiniment grand,

pour ill's valeurs injiniment gmntics de r.

\. Sur la substitution des rtwines des
c</ttivtt.l<>n<:t's ti.l<>rlir<<ni.cs

mix rncines iniaginttires des equations,

Soil, comme dans le paragraphs precedent, f(^) unc fonclion

enlicre du degre n, on sorte qu'on ait

les coefficients a in ,,..,, QH etant des qnantilos rocllcs. LBS valeurs
reelles de x qui safisferont a 1'equation

(0 f(*) = o,

son I ce qu'on appelle les ratines rtettes dc cello fiquation . IVaillours le

nombre de cos racines sora quolqnefois 6gal, souvont inlerieur au

degre n de ['equation, et mcine, si ce dogre est un nombro pair, loules
les racines reelles poui-ront disparaitre h la fois. Mais si, en posaut

on rcmplace dans la formule (i) le signe - par le signe -., cello for-

mule, reduite a 1'equivalence

< 3 ) f(*.)^o,
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:.ura Kmjours des mcines, c'ost-ii.diro ([u'ellr ,>om-ra toujours etr.
verifiec par dcs valours de d;de la formo a -j- 3,'. U n d'antres tonnes.
on pourra toujours Lrouvcr dos systomcs do valours reellcs tins (|uan-
titos et

,3, pour Icsqucls so vorifif la condition

II y a plus; lo noml.ro dcs raoinns dc IVsquivaloncn (3) snra toujoiirs
egal a n, ot I'on pent ononcor les propo.sil.ions suivanlcs :

c soie.nl ic.,

coefficients

"
,

Vetiuimkncc (3) a loujoun n racing et n'rn wurait, avoir im
grand nombre.

-nitoRta, II. - ,SV/
a,,,...,*, ,, ,

/%..wfcr (3), fc ^,,ome
!(.*) mw A/ ,-,wfr*

fncteurs lindaires

fesiK III. _ A
OW///(?J rfff ,u ///w fytll

>

t
,ali .ttce f/fl (/^r

.

/(( //( cfl/

f/// ww/
rl /'/w, fc.v aoe/ciff

'

,
. . ., ^ f/

deiwitone, du mistime, <tu

tcrme, ttant pris alternatiwment a fee k .ng-nc - a 'c

sont respcctiwmnt tgauoc a la somme f/ej[ raCril , CXi ou (ma
produits qtt'on obtient en

rnultiptiant ees ratines deuce a <

trots, etc., on en/in au prodmt <le toutes tes ratines.

On pourra aisemont domoiilrer cos diversos proposition
fcs filendro au as ou chacun dos coofficionls compris dang
onl.cre f(a?) serail, remplace par un binomc'clo la fonno -

pnrt dos
ppincipes ctablis dani lo paregraphe prflofident, s

loparagraphelV, ct si I'on suit d'ailleurs la maroho qucj'
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dims I(! IV" volume dos IkuMviws iff
i)l<it/n''/utttit/urx, IMI d < inn n Irani Irs

proposition!) r,niTOK|)ond;mlrs dn la Ilirorir ili>s
rijiialions. I'nnr niir,

Ins demonsiral.ioiiH donnnis Jilors drviriinonl appliralilrs auv nnipn-
silJons nonvolltts, il n'y a

pi'(!Si|iii!
anlrn oliosn ii lain!

(|ii(Mlc r n|nr(*r

l signn :.-
par hs si^ur .,_;, nl l^s inoLs h/iuitiou, i'<;<if, r |r., p;n- | t

.

s

mots
fr/ttwalfitififi, tfyiu'wth'nl, clc,

On voil, inaiiitiiiinnl, quollo iili'ic on <loj| sc Inniirr dc en (in'on

appolail. Ins /Y/r/V/c.v inin^imun's dcs
<>([iiali(iiis. Duns hi nniivclli>

tlieorio, (dies doviftiinntiL drs rarities nVllcs d'i' ( |itiviilriH'rs ;I|-M''-

JS. Ainsi, par isxnmpln, rrlln propnsilinn <|iir {'.'-(/nation hi

/Mr 'WC M! <'"'''<'< '/'' -", 'In-ra sV-n -rr dans 1,-s Irrnn-
snivanls ; / (\

sern dm.nhl,'
'i/tfMmt/tit'/nrrit pur ,"

J
-

1

.

, ,

. dans MNO rari .

|, P/
'

( |o IVquivalrnrn ( :f )( Ir
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par consequent I'eqliation
-

.

'

f(.r)=o.
;

,

,
.

On
.petit done enoncer la proposition suivanto : .

THEORKME IV. Pat-mi les ratines (fa Cequivalence (3), cclles

independantes de i sont en metne temps des ..ratines n\ellt\\ de Vc

tion
(i).

II est bon cTobserver quo lo binomo Va H-i MO variora pas si' 1'on
1

change i en i. Cela poso, si les coeffitnu'nts'rtt,, a n
'

'

>
" (Hand

nulepeiidants de /, on satisfait a I'eqiiiviifciico (3) par un'o raciiic a; ilo

la forme

a -i- [5 /;

il cst clair qu'on y aatisfcra encore par unc racinc x do In fonno

13 /,

puisque, pour deduirc cotto seconde rncino de In promise, il sul'fil do

changer z on :. Done, si en adoplant lo langago goiu'sralomeiiit

admis, on appello conjugutes deux expressions de la I'orrno

4- (3 /,
(3 /\

on pourra enoncor la proposition suivantc, :

Tiii^onftMR V. Lorsqtw dans la fonction f(a-) AM- cwfjkienm s

ions indfye.ndanls dc
i, wiles dcs mcinex (lit I'tquiwilcnw (3) qiti iu'

dericnncnt. pax mdependantcs cti i son* tin iwmhw pair, el ci-s memc.s

mcities, prises deux a deux, sont conjuguees I'unc. a I'aulm.

Du thcorume V on pent immfidiatcraont doduiro la proposition
connue, qui s'enonce dans les termes stiivaiHs :

EonfeME VI. AY dans la function enti&re
f(a?) les coc-fficicnts sont

tons indtpendants de i, cette fonction sera decomposable en facleum
rdels flu premier et da second degre.

Lorsque la fonction f(a;) cesse dVstre algfibrique ct dovicnf trans-
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eeiulante, les racines de I'equivalenoe (3), c'est-a-dire les valours

deo;, de la tonne a 4- 13/, qui v6rifient cette equivalence, reprnsenlent

cncora ce qu'on appelait Ics rncines rfalles on imaginaiws <\ti 1'eqna-

lion (3), savoir : les racines reelles quand cos valours doviunncnL

indfipcndantes de
(,

ct les racines imaginaires dons le cas contraire.

Alors aussi Ics (heoremes qui se rapportaienl aux racines cles equa-
tions transcendantes, sc transforincnt en iheorfemes pclalifs aux

racines des ctjuivalences transcendantes, el, les demonstrations quo
I'on donne des premiers s'appliquent ordinairemont aux aulrcs,

moynnnant la substitution du signe ^ an signe =, et des mots fyiti-

valence
> fyirivaknt, etc., aux mots equation, fan I, etc.
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l.rs professions son) |,s prrnnm-s srrirs
<|<ii aim! lixn ('iillniU

dr.sjrromrlrrs. II nr pm.vail rn rlrr aulmnrnl. IHvrrs.s Miilrs, dnnt
la r.unsidrralion sr prrsrnlail m.l.irrllm.rMl a IIMII- rspril, lollrsqur la

snilr id's no.nl.iTs nilirrs. la sniln lrs numl.rrs pairs, |,, suilr il^s

iiornhn-s
i,,,,

(! ,irs. oMVairnl ,-,la ,|, ,,. ,.. | s .livers (m.it*
lln r|lil ''"" 11 'I't'll^ ''li'Mil

^iii(lJMV>riiiils ...... ,. ,,ix; ( ,| I'm, s (rnuviiil.

ainsi .MHMl.nl i.

iTiiiiiniurr Irs
/I;VW/V,VA///.V /,/ MffSmw. aulrmnmil

apiicliMiH /1/vi^/vM.v/VvM //r/Y/imr//,//,,.,. I),.
p|,,s, mi tlivisanl

at-rl.ri.iur-
1110111 linlx '''"'""^ I'"" par Tallin', on mrmn <MI ilivisanl tin mnnnmo
Pt' "i liimm<'. ..., ynyaii m ,ii ri , | a /H vW/v.vA-//i /w /////-/, aulrmnrnl

appi'li-.' /Hvyf/v.u/.m tfAwtHt'it/u,*, ,

(

ui ,,1]',... | (

.

pri'niinr iv\(uupln tl'iiii,!

snrii' nriliHiiit'<o Mitm.nl 1,-s pni,sanrrs rnlirrrs ,1'unr. im'm.MinaMlilu.
I

1 *
I

'
i

I'.n ivaltl.-, inn* /*/v./vM.vmw nrit/nm l

ti,/in' n'csl niiliT qirunr siM'ic.

simple tlmil Ic Irnin- unii-nil sr n-iliiil ii inir I'mirlion linraiiv du
""iiiiiri-

ijiii rxpi'iiiir Ir
riiii^ dc (. irnnr.

I'arrillc'iiH'iil, mir itntfitr\\inn iiSuinHm/iic n'rsl ;iu(r<> r.hosr (jiruur
m'M'ir,simple, .lans iaqnrllr In Irnnr Krnrral sr Ir.tnvr roprpsimlfi par
"MM

rxpiuiiMilirlh' .[(in! I't-xpusanl sr rnluil ii mir, fonrlian linrairn dn

raiiK iht r.i mrinr Irrmi!.

II ''"I rrsnlir iju'unr prtiKrt'ssinn Ki'"itirlri(|ii(i rst nun si-rid simpln
<ltiil ID Utrnir

Kt'iit'-riil :i pmn- hif-arillmir Ic Uinnc ^mVal il'unn pro-

II y (i plus ; t|<> nirmr
IJU'IMI (Ji'ituirlric on tlislin^tus diw ptiniltohts dn

"'"-'" /" '' ", II. I \IV. ,,.
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divers ordres, du mtime il seinhle cnnvenablc do distinguer en Analyse

dos pvgrcmons dc divers ordros. En adoptant cello idee, on devra

naturfillcmont appcler pmgrexxion aritlimcliqne tie I'ordre ?n unc serie

simple dont lo terme general sera une Conction du rang de ec ferine,

entiere ct du degre m,

il parait nature! d'appeleryjjYjgv'mw/i. geomctriqite da

I'ordre m une serie simple dans laquello lo terme general so irouvo

representc par une nxponcnliollc dont 1'exposaiU csl unc fonction du

rang de ce tonne, nnfiere et du degre m.

Cela pose, le Loi-me genoral d'une progression geometriqnc tic

1'ordre m aura toujours pour logarillimc le tei-tne general d'une pro-

gression arithmelique du memo ordre.

Los 'definitions procddcntos et'ant admisus, lesprogrossionsai'ilhme-

tique et geometrique du premier ordre soront precis6inent, colics qne
1'on aVait dojii examinees d'uno maniere speeiale, celles-lu m6me dont

les diverses propri6tes, exposees dans tous los Trait6s d'Algebre, son!

parfaitemcnt connue-s do tous ccux qui cultivont les scionces maLliA-

matiqucs.

Ajontona que les progressions arithmetiques des divers ordres,

quand on les suppose formftcs d'nn nombre fini de tormos, ofTrcnl (tes

suites qao lea gdometres out souvent considerees, et que I'on apprond
a sommer dans le calcul aux din'erences finies. Tello est, en parli-

culier, la suite des carrcs dos nombrca cullers; tellc est encoro la

suite des cubes, ou, plus genuralemeiit, la suite des puissances

entieros ct semblablos de ees memcs nombres.

Mais, entro Ics diverses progressions, cellos qui, en raiaon des pro-

pi'ietes don I elles jouissent, merhent surtotit d'etre remarqucea, son't

les progressions geometriques des ordres superieurs au premier.

Gclles-ci paraisscnt tout a fait proprcsa dcvenii 1

1'objet d'une nouvelle

branche d'Analyse dont on peut apprdcier rimportance en soiigeanl

que la theorie des progressions gdometriqucs du second ordre foil fn If

immediatement les belles proprl6l.es des fonctions elllptiques, si blcn

dovelopp'fiefl par M. Jacolil.
'
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ANAI.YSB.

1. Considerations generates.

U\\G pmgii'ssion aritlunttitjne n'ost auli-e choso qu'unc sorio simple*,

dnnslaqiu'llelelermogeiiei'al//,,, correspondaut a 1'indicen, sereduit
a uno fonction liniiaire de eel indico, en soi'ie qu'on ait, pour touto

valour eiilim'c, positive, nulle ou nogulive do n,

(') H,t=a -I- />/>-,

fi et b dosignaiit deux constantes dctcrmiiiiies.

Parcillcincnt, \\wpwgwssion gtometriqne n'csl aiitrc choso qu'uiKi
scrie simple, dans laquello le termo g6n6ral it,lt con-capondiiut :i

rindicen, sc trouvo represent^ par line exponcnUcllo donl 1'oxposant
se reduit a uno fonction lineairc de cct indicc, en sortc qu'on ait, pour

1

toute valeui- cntiero, positive, nulle ou negative do n
}

A, a, h desigiuuit trois constantca d6lcrminoes. II est d'aillcurs impor-
tant d'obsorvcr quo, saus diniinnor la gfinoraliUs do la valour do //

fournio par ('equation (a), on pent toujours y supposer In cnnalanlo A
reduito a uno quantitd positive, par oxemple, it la base
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hi forme

(3)

(-/, /I,, a.,, ...,<i w ,
etanl des coefficients constants, c'tisl-a-dirc inde-

pcndants do .

An coiHraii'c, Ic terme general d'nnc progression i^om(Hri<|UQ du

t'ordrc / sera de la forme

et, par consequent, il aura pour logarilhine !o ternic yfiniira

progression arithmetique de 1'ordrc m.

Si, pour abreger, on pose

1'equation (/[) donnera

Done le terme general d'nue progression geom<Hri<|iio do I'onlro m
pent etre considers" comme equivalent an procliu't de w-\-i liases

diverses

7'' '',- >'., ,,,

respectivement elevens a dcs puissances donl lo.s exposanls

i. n, n*, .... n>"

forment une progression goometriquc du premier ortlro, donl la raiaori

est precisemcnt le nombre n.

Si an coefficient # on substitiio la lettre k, et aux bases a?,, a; Jf

pour le terme general un d'une progression geornotmjuo de I'ordro m
t

une expression de la forme

et le terme particulier corrcspondant a Tindice n = o sera
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Done, si Ton nomine k le terme special qui, dans uac progression
geometriqut:, correspond a 1'indico zero, le lermc general corres-

pondanl a I'indioe n
t sera, dans une progression geomiilriquo du pre-

mier ordre, de la forme

dans uno progression gcometriqm; du dcuxifeme ordro, de la form<>,

medans Lino progression geometrique du Iroisiomc ordrc, do In for

etc.

Kn terminant co paragraphc, nous obsorverons quo touLo progres-
sion

arithmetique on geomctrique pout 6tre prolonged indefinimenl
on dans un soul sens, on en deux sens opposes. Si u

lt reprfisonlc It;

terme general d'une lolle progression, cello-ci, indcfinimont pro-
longoc dans un soul sons, a parlii- du (erme

,
sora rcduilo a la sorie

on a la sorio

La memo progression, indofiniment prolonged dans los deux sons,
sera

II. - Sur IKS modules et stir les conditions de convergence
des progressions geometriques dcs dicers ordres.

Considerons d'abord nne progression gcomctrique do 1'ordi'e rn,

dans laquelle le Lermc general uut correspondant a Pindice n, soil de
la forme

n n A""1

,

A dcsignant une quantiLe reelle et positive, et n uuc quantito cntiere

positive, nulle ou negative. Si I'on suppose cette progression pro-
longco iiidfifiniment dans un seul sens, a parlir du terme //= r, elie
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se d'oiivera roduitc on a la serie

(i) i, A, A.-"
1

,
A.

11
" 1

, ...,

ou ii la serie

C>) ...
A'-""

1

, A'-')"', A(- :"
NI

,
....

Dans le premier cas, le modulo do la progression sera la Hinilo vcvs

laquclle convergera, pour des valours croissantes du nombro //, tu

qiianlile

()"= A""
1

-.

Dans le second cas, au contraire, le module do la progression sera la

limite vers laquclle convergera, pour des valours croissantos du

noinbre n, laquantite

Enfin, si Ton suppose la progression prolongeo indcfinimcnt clans IPS

deux sens, on obliendra la serie

(3) A'-"'", A..-D, A!-')'", l} A', A", A :

"", ....

dont ies deux modules se confondront, 1'nn avec le module do I:i

serie
(i), I'autre avec le module de la serie (2). IVoilleurs, cesdoux

modules, c'est-a-dire Ies limilea des deux expressions

A""'-', A'- 1 !"
1 ""- 1

,

se reduiront 6videmment, i" si Ton suppose ?n = t, aux deux

quantites

A el A- 1

;

2" si I'on suppose m impair, mais different do ['unite, aux deux quan-
tites

A, A-
;

3 si Ton suppose m pair, a la seule quantito

A.

Ajoutons que i'on aura encore, i en supposant A< i ,
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-,>," en sii|'Jinsiinl A i ,

\

II rsl i.iaiiihMiiinl. 1-,,-ilr ( | ( , n-rnMiutliT .Inns (

p,r| s ,-jis Irs srtrins (i\
(-.0. CDsrrm.l. run vrrj-.-nlrs. I!,, rllVl, Sm,

.jMHro,,,,,,,,, im |<>fi-

Nimuiil prolong ,|;,ns un s,ul sens, rsl HHmT^Mln nil <livcrKcnl.n
siiivniK qiiusnii ii.n.lii h-rsl inlm.iiii' mi snpn'irur ii I'unih-. !)< plus,
'l
lliiml l:l Sl

'

iri(> S(! I"
1" K' iiMlrlinimnil rn ,lrux sn.s

oppnsrts, il li.ni

sul.slihMT :,.. nunlnlr ,(.,( il
Siij-il |r pins ,,,im | ( |<>s ( | ( , llx I1M)( |n| (!s

, .'I

l%n " I"'" 1 ""i' 1"" 1

''
-I",. I;, srri.. -sl :,|nrs r.Mivn-cnln ou .livn^nlc,

suivi.nl
<|U.' I.- plus f; r;,,nl fr s.-s ,|,.nx ino.tulcs .-si inlm..|ir on sup*'-'

:i pns.'. m, ..MuiiM rviilr
^.iirquns -ics r--inssiis

IKS propusiliuiis suiviinli's :

TIIMUIU;MI.; I. Suimt \ nut' ,/nnntitt
1

/.mitm; ,-t >

. l.n
iii'(i-irs,\int\ f

'. \.

.'M \ nu \
,

,

i. \ '. \ "'. A
"'

.....

A ' on A ,
.

//*/// tn/fifit'nn n /'miil,'.

Si /// ilt!Mj*m' mi iinmliiT
paii', mi ;mr;i IKHI plus

\ "". ,\ '.".

MUMS

A <"
\-".
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Done alors la serie (a) no sera plus dislincte de la sorie
(i), ,.(

serie(3) } reduife a la forme

.... A"", A'"', A, i, A'
1

", A'"".....

oflVira deux modules egaux enlre cux. Cela pose, on poumi iWi

ment enoncor la proposition suivante :

TiifconfoiE II. &>ien A /// quanlitc pontm- <'t m n,< nun,!,*
ir qnckonque. IM progression gromttique, qui offrim pour tmw

-, ttentpmhngce indcfmimcnl, ou dam tin scul
.ww.r, r

? 4-t'iw-
o/j/jwy-v, JW1ff to///OT/ ,.j comvrgente si lou n

fit
lotijaurs diwrgente xi I'on a

^

Considerons maintcnant une progression geomutriquo. H, d,>

I'ordrc m
, qui ait pour tennc general la valeur de u a detcrminun \m

1'equation

le nombre des variables

'*'-> }'> =
) -, Tj IT'

etant prcciscment egal a m. Soicnt, d'ailleurs,

x
' y? y

>> ... v, w

les modules de ces rnemes variables, et k le module du coelTicim,! L
Si I'on nomme u w le modulo de nin on trouvera

( 5 ) n/(= k.\vVJ

. , .v^-'w"" 1

,

on, cc qui reviont au mfime,

lavalcui-deNotant
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D'aulre part, la progression geometrique que To,, considcre elant

prolongee .ndenniment, oudans un seul sens, ou en deux sens opposes,offnra Un ou deux modules represent chacun par IW des limites
vers

lesquelles convorgeront, pour des valeurs croissan.es dc
, los

deux expressions

()", (u- n ).

Mais, pour des valeurs croissantes do
, J a valour dc N determineo par

la formule (7), et cell, qu'on deduirait tie Ja meme J'ormule en y rom-
placant n par ~ n, convergent generaloment yora la Jimite w. Done
eu egard a la formule (6), lea limitos des expressions

(n,0% (u_,,)^

sorontgenAralement Jes memes quo celles.des expressions
\v"

, w'- 1
'

1"" 1

Jin parlanlde cetle romarqne, et raiaonn.nt comme dans l c Cas ou le
terme general dc la progression gfiomitrique se rtdni.nil a

A'"",

on etablira immediatemenl les deux propositions auivantos :

TnfenftME 111. - soil m an n,,mlm impair quclcongnc . La from^n
gtmritn^ et dc. Vordrem, qui a pour tcrme ginfra i h Vllhmdl .

aetermindt; par I'equation

^,U
prolong indejlnimenl dans lcs dcux .

tt:!IX}
,,ffHm gMrakme,lt

deua, modules, i,mrses flm de eautn> cl .,,,,
;Jn;

. conw ?,,^ ^
A mom, qUc fc module w dc la viable , nc rMuise A l'lmitf L,,
mime

progression, prolong^ indtfinimcnt dan, an * lau d pn,,ir dur
terme

et reduite aiimi a I'ttne dcs scries

(8) /O *^... PfP
, ^^'

(9) *, fc

OEuvres de C. S. II, L. XIV.
'7
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ami comwfrentfi, si Ie module tin dernier des frwteurs qui renfmm l<>

second icrme reste in/mew a I'unite,

En consequence, w elant toujours ie modulo dn la variable ir, l;i

serie (8) sera convergent si Ton a

et la serie (9) si Ton a

W"' < I,

ou, ce qui revient au menie,
\V > I .

Aii conlraire, la serie (8) sera divergontfi si Pon a

w>i,

et la serie (9) si Ton a

TiiftoiifcME IV. Suit m nn nombrc
ji/rir f/ticlcoiujue. Lti

gfametriquc <-t de I'urdre m, qui a pour terme gtnertd

ctfiiil prolongs iiult'liniment dans lex ilenx s<wx, oj/rira t/cmv mutttilrs

cgnux ft sera convergente on diwrgt'.nte t
siiivtint quo la module w dr /"

variable w sera inferieur ou sup.erieur a V unite,

Les Iheoremes III el IV supposont que Ie module, ^Y do la v:iri:il)Io ir

tlillere de I'unite. Si ce meme module so roduisait procisAmnnl. a

Tunife, alors, pour savoir si la sorie tlont itn reprfisentc lo Lcrum

general est convergente ou divergente, il faudrail rccourir a la consi-

deration des modules

v, . . .
, 7', y, x

des autres variables, ou p In tot a la consideration du premier d'onlro

ces modules qui ne se reduirait pas a 1'unite. En suivant cette mar

on etablirait gcneralement la proposition suivante :

fiME V. Soil in un nombre entier quelconque^ el jwtnmonx

x
; y, *, - - -

, v, \v
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les modules variables

c, et ,/e tordre m,
pottr tcrmc general

>il prolong indtfinimcnl dam fe datcc ,,,,v. Celt,:

convergenlr, si parmi les modules

fc

/;
* cr, ,,' ne. ;v^;v,,, (^ /,, ,,,

lV;y>1,,v
,w/ . ^

nnue c,l
con,..,,,,,,,! a une. miriabk dont C^poSnnt dan. la form,,/,' I <5 )

lmusllnce fain de _ , sm scm t
I line de cc.v deux conditions iicstpas rcmplie.

V entraino immfidiatomont la proposition anivanto :

TiitoRtes VI. - unit m ,&,, ^^ ci mpMKII,. A f unitfi Lf,

indejinvnent prolong dan. ^ d<>*
demiere dan variables

. v ....

it des thAprtm,. IV pi V quo, parmi ios progrwuioBS giomfi-
tuque , oeHe du premier ordre eat la soulo qu i, prolong** indofini-
mont dans les deux sens, ne puisse jamais otre oonvorge,,te.

HI. -
Propriety remarkable* des professions ^o^trfyi^

des dicers ordres.

Disignons par un nombro ontier qnoloonquo, et considArons une
d

ft 1'ordra m, do,,| 1B t,rm e sfmM ,. goit
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(ItHcrmiiiL'par lat'oniuilf!

On aura

is on lirera de la derniere equation

les nouvclles variables X, Y, Z, . . ., !', IK ctant lioos aux

a;
I%)', -, . . . par les formulos

/, 3 . . . I

clans lesquelles les variables x, y, 3, ...,*', \v so trouvcnt idrvro ;

des puissances dont les exposants se confondent succcssivoiiiunl uvn

les nombres figures des divers ordres. Cela pose, on conclura dos i;qii;i

Lions (2) et (3), qu'ilsuffit deremplaciir les variables #,7,

par les variables A', }',%,,.., V, IK pour transformer to n

en une fonction nouvclle oquivalenle an rapport

Considerons specialement le cas oft la progression goomotriqud r-s
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convorgcntc. Aloi-s, de I'observalioii que nous venous <lu fains on
ileilnira facilemcnt Ics deux thfiorurncs dont jc joins ici les ononcns.

ftME I. SiiflMxoHs f/t> /,/ xfrie, on pin tot la pmgres.rion gt

tlnnt h tmnt' fftnmil u,, rst MlermM par la fannul? (i), rcstt- <:omrr-

gente, tarn/is ,/n'on la prolong imlcfinimnil tlans A-.v deux sens, H son

(^ *=JV,.r, =, -., r,<r)

In snmmc tic. cettc intone pi-ogrcssion , en sorte qu'o/i ait

/, .,., K, IK rfcA* * n/

' t;
j 7> Si . . . *', ()')

.iv tmnvera reproduce par la sttbmitutwn drx
vtm'abfa immvfos A', )',/,..., I-', IF ,/a . wll.,ViA/w .1;, j , s, . . . ( r, .,-

e/yjrt/- /-'(K/jofictt'on (hi factcnr

nu rim/tot tie ccUe substitution; <>l par canstquent fa function
/(^j/j -j j

(1
j *'') vtrijiera I'^/iuition lintaiir

.l\ r, %,.,., V,

TuftonftMK II. Les mhnes chows dtant postcs que, rfanx I.c ihtorimc /,

h facloru'llc ]
J

(
'

) dctcnninfa par liquation

sera encore unefonctitm tie v,y t Sj ...,., (P) tjtn se. imm^m repmduilt
par la substitution fas variablesXf K. /,...,!/, |P,,waj variables^ y,

(M To snpposo in] quo, pour nbrfffor, on t |fisiBno sous lo nom <lo .fatoria/fa .los jm.-
fliiils composos d'un umiibro fini on inlini do ftmLonrs.
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, ...,<', iv, etparVadjonction du facleitf

o;/ rtxultfit <lf cette substitution. Done, si, pour plus do coimnoditi'i, on

design e par

la valeurdeP quo I'ournit liquation (3), lafonction K(a;, ( }', a, . . ,
, r,ir

aura la propriety de verifier liquation lineairc

IV. iVouvel/es fonmtles relatives nux progressions itvoinetrft
des divers ordres, et au;e /auctions qui se reproduiscnt par sub,teitulinti.

Aux formules g6ncrales tHablies dans le paragraplm prnciHlenl, oji

pout en
joindrequelquesautres,quini6ritent encore d'etre rcmarqu^s,

celles-ci se deduisent immediatemcnt do plusicura nouvcaux thooivmes

relatifsauxfonclionsqui so reproduisent par substitution. COBUOHVOIUIX

theoromes peuvent s'enoncer comme il suit :

riiEORtoiE I. Concerns qtie I'indicc n repr&wnte> tut signr prfx, mi
nombrc entier. Soil, deplus,

'(

tmefonction dc I'indicc n e,t des variablesec, j, 5, . . , . Unfm,
que lex tliwrs vakurs dc u

lt , sawir,

foment nncserie cornergcnte prolong^ indtfinimentdanshs ttriiivwus.

&, snbstituani aux variables x, yt z, . . . rf'fllrtrw variable* X
t

K,

Z, ., 9//i foienf des fonciions counties et ddtermintes des
on irmufwm genemkmem un en fl+l ,

alon la s

J *=

</<' / ^>v>
(i) JTTYI I/A*

atntepar la substitution dont il s'agit.
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xMitum. --. KM nlVl. d^mms, pour plus ,!,- hmmodit, par
!'(.*',/, a, . . . ) In soinmn .nl la Hrtri(i). On aura nou Km

'(''..I'. i=. ...) ..,

la snmm, .ju'indiquc |,, si Kni; sVUnndnnl.,', l.m.l.s Ins val.irs mUiftn*

pnsilivns, ntillits ol n.''};alivrs dr
/;, mais niitiont, un vnrtu dn

adiuisit,

IlillVCNlt'llI

(:t)

THKOIUIMI: II. .

imWtlrnt) In fiti'ti'it'//<' I* (/Sdrtiiiritr
(>,ir / V,

(
(

'l) '' (" i " )(" ! " ,)(l I //
lh )(i | //.)(, |

<!< .r, j-, 3, . . , ,//,,. / /V j/,,vrr/ wp
A/ xnhxn'nilntn tlrx vnriM-s \, }", /, . . . ,/ w .i- rnrinhks a- y -.

t^/no/iMnttinti. Kn i-llVl, i-cpiTsunlons, potir plus do r.oiniinnlil(',

par I'X.i-
1

,,!', :;, ... la Im-lm-idlr P,
l/.'M|nnli(iu (/, ) iloiincra

puis mi tin niiidunt, en
i'('tiiphi(;aii( ,r, r, ;;, ... par .V, )', / .....

ii.siHiN inainli'iiiinl <|in> Ics i| (>ux inudiihts do la si'trin (i),

!i! iiidpfiiiiintMit dans IMS dunx MP.MS, soic.nl, Tun inlVii'iour,

ranl,ri'
siijii'M-iiMir u Tumlf'-; dr. snrh

tjiit!,
la si'irin (i) (Haul divdr^tmlo,

Ift dwix si'-rit-H

/', ,, a,, a ......

I
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soient 1'une et I'autre convergentcs. Alors, a la place du theorems II,

on obtiendra evidemment la proposition suivante :

TnfcORta III. Supposons que laserie(i\ qniapourterincgtnhtduH >

ctant prolongs indcfinimcnt dam Its deux sens, les deux modules 2'
cette serie qni correspondem, I'un a des valeurx positives, I'autre, A dfx
valeurs natives de t'indice n, soient, le premier inferieur, k xcc.ond

supeneur A funfit . Si, en mbstituant anx variables sc,y,z,.>. d'auttvx
variable* X, ]', Z, . . . qui soient des fonctions connues des premieres }

on transfoi-me generalement uin en UH+I , alorsla factorielle P detenumte
par I'equation

P

*era une fonction de v,y,z, ... qui se trouvera rcproduite par la S

tntion des variables X, Y
} Z, . . . aux variables x, y t ,, . . . ,t

/m/-
/ 'adjonction du factenr // an rf.wltat de cette substitution meme,

Demonstration, - Kn effet, representons, pour plus dc commodilA,
par V(ap,y t s, . . .) la factorielie P. Liquation (6) donnera

puis on en tirera, en rompla^ant^ r , *, . . . parX, Y,Z 9
... t

^r
' r)Zj '' 0=

'-'(
i+
.^)(

1 +
l^)o

+ .)(i + ^)( t +
: 1 )...,

ct par suite

(7) i?(*o-s, ..
l

.) = nF(,r, r.z, ...).

Consid6rons maintenant une progression geometrique, et do
I ordre m, dont le torme general un , correspondent a I'indice n, soil
determine par une equation de la forme

^ ' tt n=fC}"^"\ . .<>'<"'-* iv
'"

t

On tirera de cette equation
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les valours ties variables

etant liees a celles des variables

,
,

A>
. y> *> > c, "

par les lormiues
X = xys . . , fd 1

.

(JH --

7. =S.3...P

rtv

Cela pose, on dfiduira eviclemment des theorcmes I, II ct III Ics propo-
sitions suivantes :

TiifioRftsiB IV. Suppanons quc fa progression geowtirifjtie et ctr

I'ortlre m, qui a pour term?, general

rente cnnwrgente, dam le cax ott cttc ext inttefmimcnt prolongic dans les

deux sens; et .wit

la stmmedecette progression gfamtiriqite. Atoiy,ennommantXt }\Z t ...

des variables nowvlleit lites aux variables x, y,z t
... par la fortmtle (

L o),
on aura

(") f(*o-.* ..... p, -) = r(T, r, z, ..., P, no.

TnfionftMK V. Les memes chosen etant postes que (fans le theoriime

pricident) si I'on representspar

, - ... (^,^5, .... ',

la Jactoneile

...(!+ "-,)('+ //_,)(! -I- H ) ( I

on aura encore.

(12) i
7
(,.r f s, .-., f, nf) = F(,r, y

Oftuvras cle C. S. II,. t. XIV.
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TutoRftsiE VI. Supposons que, la progression georndtrique el

I'ordre m, qui a pour terms general

etant prolongee indefmiment dans lea deuce sens, lex deux modules </<

cette progression, qui correspondent ,
I'un a des vulewx positives, t'fitili'i

a ties vtih'iirs negatives de n, soient, le premier infthwur, Ic second stipc-

rit'iir a /'unite, Ahrs, en jwmmtmt X, T, 7, ... ties wirinblcs nrHtwfkx

Hues mix variables x
} y, 5, . . . par les formnks (10), H rn dhignttnl

prF(it',/, z, ...,(', w) lafactorielle

on trouvera

Dans iecas particulier 011 les progressions quo Ton consider son(
tlu second ordre, les divers theoremcs quo nous venous dVsnoncor,

joints aux
propositions fondamontalos du calcu! dos residua, four-

nissenlle moyen d'6tablir un grand nomhre do forraulcs Jigncs do

rftmarque, ct relatives aux fonctions
ellipliquos. Si 1'ou supposo, an

contraire, qu'il s'agisse de progressions geomAtriquea d'un onlris

superieurau second, nlors, a la place des tommies qui so rapporlonl h

la Lhioric des fonctions
olliptiquos, on obtiendra dos formulcs plus

generales que je deveiopperai dans d'autres M6moires.
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ANS

I . ('"rittttt-rtitiintx
i

-
i

l>
;

//i7'v//r.(,

il'aliiinl HUM inh'-^nilr Hiinplf on i|i> la

*
/" w ,/.,-.

iiiMrn'-rllrrl U

tr intr K i*iih. .MI vrttiltf) NiiliNlilnrrit In vimiibln ,r nnr nmivrllit

x lire a .r par tun- n-rliiini'
I'IJIMI nm

snii'iif x'. \ Irs ih'ii\ vuli'iirs ili

ill' ,c. On aura, rji rr^unlttnl ,r I-

's aux vnlciirs ;r',

Innrtion dr \,

puis mi I'll r.iinrliit'U

'

,

/
Si i/r / iill. rWv.

ponrvii tpit!, I'M vi'l <h<
lVi|iiaLinii (-,) fhaniiNft ilns variahlnn a-,

x resin J'uiii'ljuii rnniiiiui' tin t'uiilre. ilu inniiiN nnlri* Irs liaiilfis du
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rintogration, c'esl-a-dire pourvu qu'cutro cos limitos los doux qunn-
liles x, x varient simultancineiit par degros insensible, el quo, |>mir

ties valeurs croissantes de I'une, Pautre soil loujours rroissanhs on

decroissanto. On aura done, sous cetto condilion,

olalors, poursubstifuep, dans Pinlogralo proposeo, IS, la vnriahld xa lu

variable #, il suffira, i Vie remplacer/tepai' rfx, en inulliplijinl. f:i four-
/i

lion sous Ic signe
j par le faclour 1) x a?; a do siibsLituor mix limifrs

donnfies de la variable x los limilos eomsspoiidaulos do \\\

variable x.

Si la condition enoncee n'elaif pa.s remplie, il dnvinndrail in

avaiit d'efnjeUierle changement de variablfl, do decompose
(lonnec 'S en plusieurs parlies, pour chacunn

tlesqiihl
lion sc verifierait. Alors

I'inlegralc S, relative, i, la variable* -r, so iron-
verait remplacee, nonplus par uno sonic, mais par plusieui'K in u'-gi'alos
relatives a la nouvelle variable x, el serait equivalfliifd a la HOIIIIHU il

ces dernieres
integrates.

II importe d'observer quo, dans Ic second inomhro dc. la fdrmiilft (;j>

r nl^i-ar

((u t;,,inli-

,

m.nee en vertu de
I'cquation (

a
). Si, pour ebaquo valmir rm-lln d x,

1 equation (2) fournissait plusieurs valeurs reollos de,
,i-, on ,lvrait s

bonier a considerer une seule de ces dernirres,
La substitution de x a* no pourrail plus avoir lieu si a mm valour

de .'oompnso entrc les limites.', ." no
oorrespoiulnil pa, loujours,on vertu de 1 equation (

a
), au moins uue valour rflollo do x

'

Observonsencoroque^il-onsupposo.^.,", | ofacloilP^^ans la formule (3) ( 4 ), une, quantito affeetee du momo flinoln x Donc
' si 1>on

.
i'- i

c pI. Plu, grande de, eux quantit6s x', x", ai d'ail.ours on nommo la"

(5)
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on Irouvera

cl initiation (4) pourra (Hre romplaiK-e par collfi-ei

Considcrons maintcnant une
integi-alc multiplo do la Torino

6la.iI imo ibnclion reolle ot continue dos variables rdellos v, v,
=,-.., , i', P, el los limites- do chaquo integration pouvant dcpemlrc

les limitos *', tf fi tanl dos quangos constants, Jo, liniites'y' ,

pourroiU olre fonctions do #, ] CS limites s '

t z" fonctions do a;, r

' "

les Innites ir', IP" fonctions dc x> y, -., . .., ,, D'lillp

*

I

1

'

t\

gralo demourant la momo, au signe pres, quand on ^1^,^ entro
olles les deux Innites assignors i. une momc variable, par oxompleja/cl x", on/ etj", . . .

,
on onfin / e t

.T/', on pourra so bonier ft consi-
tlorer lo cas ou ^ sorait inlorieur a of, y' a 7", j' a ;

"
.'

:, tr .

ct il cst claip quo, dans co cas, 'S poun-a olmVegardc'o' coLJ u'.io'

son.mod'elomontsinfinimentpetitscorrcspondanta.ixdiverssy^^m.s
Valeurs do ^ ^ ^ ' " (i"i vfirilieroul simiiltanii.uo.U les condi-

tions

(8)
j

'r>
''7

-
r >.''' =>-'. -.-, if>ff\ O^', tr>/,

""""" ' "

<''", '<'*.

SJ les v.riable<D
, j,, a

, . . . 8e re.luiscnl u une aoulc, OH a deux, 01, h
U'' S cl ''epresentent tics coordonnAos

rcctilignos, ou polairesou do toato autro nature, alors les divers systomos cles valour, do o> y
',..., pour lesquels les conditions (8) scront viriBAes, corresponddronl a des points situes sur une certain liglle ou sur une oertaino



112 CHAiVGHAIKNT DKS VAIUABLKS

surface, on renferrnes dans un certain volume, par consequent a des

points compris dans un certain lieu geomi'lrique ; et I'integrale LK sera

rmnplhtement determinec quand on connaitra ce lieu geoimHriqiii
1

avfu la fonclion 0. Si le nombre des variables a\ y. &. . . . t ti. r, \v
i r/ J i *

f
*

dcviont superieur it 3, les divers systemes des valmirs dea-1

,.)', s, ...,",

r, (r, pour lesqnels se verifieront les conditions (8), ii'appartieiulroiil

pins ii un lieu grometrique, mais a ce que nous appollerons un lieu

'ttuilytif/ue, et I'iutegrale 'S sera encore nne integrate multiple com-

plelemenl delerminee, quand on connaitra ce lieu analytiquo aver In

function fl. flala pos6, on reconnailra sans peine qu'a I'intograle
'

on

pent substiluer nne integrale on line somme d'integralus de uienie

forme, mais dans lesqnelles 1'ordro des integrations no serait plus In

nit-ine, pourvu que Ton rempla.ce les conditions (8) par d'nutrcs con-

ditions du meme genre, mais de nature telle, quo les divers systems
de valours .c, v, ,-,

. . ., //, r, w, correspondents aux divei's olijmpnts

des
integrales nouvelles, serediiisent aux divers systomos de valours

de^.y, j, .,.,, r, w t propres a verifier les conditions (8), c'ost-h-

dire, en d'autrcs tonnes, pourvu que les lieux analytiques coiTcspon-
danls aux nouvelles infegrales, etant reunis les un s aux autrcs, i'0|n'o-
duisont ensemble le lien analytique corrospondantii I'inlegrfde S, Kn
joignant a ce

principe les
regies ci-dessns rappeleos qt rnjativos au

changemcntdo variable dans les integrates simples, on pourru oltanger
aussi les variables que renforrae. uno integrate multiple. On pournu

parex^iple.dansllntegi^lel^substitucrauxvariablos^y^,,.,,,/,
*, "des variables nouvelles x, y, z, . . ., u, v, w, liees aux' premier^
par un systeme d'equations donnees

(0) X =
,

Y = O
, z =

, u=:o V-

Enlrons & ce sujct dans
quelques details.

J'observe d'abord que I 6 s valeurs de ^ y, ,,..., (i , ,, w> tireea
cquilioni (9), devront etre redujtes a des fpnctious recHos
et determines dc x v '/ n i i ,-
- j. ,

'
i ' ' ' ' u

> "> w (|u moms en^re l^s Innites
'"d-queespar ( lieux ail(d,Uque, corr8sPon<JantS aux inl6g,;I es
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vll*. Si, ,,,. rluu,,,,. sysln.nu .In valmirs n'^llns <lr x ,

v,w. <- '^^inns (!0 IWnissanM,, plusi^m
'7

( ' (t

V^^sul (hi res ilr.niiKrs syslpini's.

"-il'l"K x, y, * ..... u.v.wa.uvanal,!,.,
llrr!lilll " si ' T i'''

"'"
. '"viT.M.us.Wm .....

,,,). mi)ins
s rrrllcs dc \, v / n ,1

.
"> i ii

i \
, \\ ,

n-H, la sul.sliluriun ilrs v f iriiil,|,. s noi.vdl,, x, v, /

v, \v mix viii'iaMrs iiiiriciiiii's ,- r -
.*'.

1 ' " ..... "i '
> "'. sra nun nnrrali

,. lus,,,,,,.* .,,,, li;| , |s dll|n|m ,

(|flB

'"""'Hl.Slill.*i,r l , I , B ,lS !1 , 1 ri ni ,

Innjmn-s. ,, allnrr I,, IWlion S

,, i, ,lu,n K ,,,u,,nl ,1, v ;,m,l,|,
"s ,. i, l( ,-. K ral,.

sim,,!,.. ,',,,,, ;,,,;,,, ;,,. ,,

.H,. 1,-o.ivBn, mulli
..... ,,,,;.

-|H" n- lurlo,,,. s,;r,, l.mjom'.s ,,,,,,1,^ si ,,

,, lln ssi Inrn
,,

,|;,ns riol^nil,. IK, I'i

"' ..... v " 4 ''H'"'"^.-.!.!.- H-.m-.-cli ..... ntn..... uv lirnii,^, ,1 ..... , I,,

. Kiiriimsi- lii rniiii'''!'

npranl, c ..... ..... vionl ,ln ]o dim,
."ir I'ml^al,. ;s, sul.slih,,. s.nvrssiv,., ....... la vamM,. nouvolh. w ii

'" Vi "' 11 ' 1 ' 1 .....
' l"' is l;l v:l1

'

1 ' 11 ' 1 '
1

""HVMll... v a la vanahln ,., p,,is la vumMn
'"".v.dlti u i, la variahlr,, ..... pms rnli,, la vnrii.1,1,. nnimdlo x (, In

ViimiM,. ,,-.
l.,,rs,| m . ,laus nnl^riil.! IS, rolaliv,' tmx vrinhl ( .s ..;, y ,

' "'" ''' "' ..... iil'sliliii-r;i w ii ,r, m, ij^vru laissur invnriahlos a;,
'

ant ,r, _; 3< . . ., , ,.,
,

,.ommo ,,,,,.
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fonctions determines de x, y, z, . . .
, u, v, w, on a generalcrnnni

dx = \\ lV rfx + IV" fly + ...+ D 1

-t. f/v + ]j wit
.

rfWj

dy = D,jK rfx 4- D,,j </y + . . .4- I.) VJ' rfv + I.),/ </w,

..............................
)

dv ~ Ds v rfx + D
y

t>
rfy + . . . -h ].),. ,- rfv + jj w ,, r/us

rf(r= Da w d\ + Dj. n- dy 4- . . . -+- D v rfv + 1\ w d\v.

Done, si Ton se home i faire varicr w avcc x, y, /,...,, v , w, rn
laissant &,y, z, . . . , , r, IP invariables, on trouvera

O =
o 1= D - rfx + JJ

(

,y rfy + . . . -I- U vj- rfv -t- Dwj rfw,

j

v dy H- . . . -t- ]J V ,. ,/v + ].). r rf(P

et I'on en conclura

Done le faoteur positif par Icquel on dovra multiplier la fonclion sons

le signe J, quand on substitucra w a w et rfw a rf., nc seru auln-

chose que la valeur iiumerique du rapport

.S(D v ,rDvr .., | ).,;]_),,

D'aulro part, lorsqu'apres avoir substitue w a IP, on voudra subsliliidr

encore v a Potrfva^, enconsiderant ccomme la variable a laquolln
se rapporterait la premi6re integration, on dovra se borner a fiiirn

varier r avec x, y, Z| . . .
, u, v, en laissant invariables a;, y,a, .'.., u

et IP. Done alors le rapport de dv a rfvsera determine par Ins equation*

o= DS ,T afx 4- D
r
ar

rfy + . . . 4- D v a; f/v,

o = D.u - rfx + Dyj- rfy 4. . . . + DO -
rfv

,

............. * ....... t

o = Dx rfx 4- D,K rfy 4- . . . 4- D v rfv,

y c rfyH-...4-D P rfv,
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cntre rlettx Umita dmt [

mui

fa

ckaquc vanMe olminl (, .

'

'

flivers termcs <hi tableau

r

se nfforteal / inttgmlions ,, ,

?>*>> "' -. - ^i.^, ,/*;
u

, v , w
,^ faFrm;>w ro

.

eB( rfw ;
mnplav(ml dansViMfgnl ,cpi

,

c

/X, dy, A ,
. . .

, rfu> rfv> ,Ay> m ,;

gnef prlr la

e

dlepasse iie ia "e

,. On
,

,,,

rnre C ')nditi " C" di " q ' dive'
s dp TV-

i

*'> '-"., ". ^ correspondants aux divers
" OUV il

., ystemes pour lesquels se verifient los conditions (8).
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8'M *"* P los B fio-

spfc , a t par Ugrange e[ M jaMb
.

B
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b

i.orsque les variables anciennes x v s00 *> 7> . . . . , , c, w s oxprimonL
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THEORI-MF, II. Lcs mimes chases etantpastes r/itc
fluns le. ihtorhnc. /,

xid'nillcnrs les valenrs de x, y, ;, . . .
, //, p, w, escprimees en fonctwn

ties variable. 1

; nowelles x, y, z, . . .
,
u

? v, \v, rcnfcrnient settlement) hi

premiere^ la variable x; /<7 deuxicme^ les deux variables x, y; /'/ twi-

xictne, lax irois variables x, y, z; etc.; alors le factc.nr positif (-), put'

lequelon devra multiplier la f(motion xoux le signc j , (juand on. sitbsti-

tttera les nowellcs variables mix /tncienncx, se reduira simpler)tent a in

valeur ntunlriquc dtiproduit

D 1 ,77JDjJ']),3...U l|
JJ v |'|.>w lt'.

Hcmarquons encore que, dans le cas particulicr oi'i los variables -r,

y, 5, ...,, ', IP sont liees par des equations linoairos aux variables

nouvelles x, y, z, . . ., u, v, w, le facteur so roduit ovidomnmnt ;i

unequantile constantc.

Hemarquons enfin que les principes ci-dcssus cxposos onlrniiuuil

la proposition suivante :

TiiEonfeME III. Si hi fauction place's sous le .ugne I
,
duns unc

integrals multiple relative aux variables x, y,s t
. . .

, //, r, IP, ttm't Miv

multiple par le facteur qtiand on substitua tut systcnw .r, j> t

z, ...,, P, (v un tf///ne fyj^/Mg x
, y, z, . . . , u, v, w> c/ // W *7rt//

on sttbstitue au second systemc x, y, x, . . .
, u, v, w, tin tmisitonc. sys-

tcmc
r, !}, j, . . tj u

} u, w , cce /M^OTC fauction dwra tire mutiiplite pur
le produit 00' y flnrf on pawem directcmcnt du premier systimc ;v

t y,
- ...,, c, IP a troisiemc syst&me v, ij, 3, . . ,

, it, u, lu.

D'ailleurs ce theorcme, ainsi que les pr6ceden(s, conliiuiRriiil

evidemment de subsister, si plusieurs variables appartcnaient a In

fois aux divers systemes que Ton considere.

U. - Applications diverse* des principes exposes dans le premier paragraph.

Pour montrer une application deg
princjpes

.

tablig dftns , e
p|||ia-

graphe I, supposona que, etant une fonction recllo de n variables
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mil Ins .r,
( r, * it, r, ir, cl / um> aiilrc variable,, ri'iHIn til. positive,

I MM; aux premieres pur la Inruuilr

I

''
I ... I II"

\ i

1 -

I ir"
/",

a I.HIH Ins systemes <|<>s vuliMirs de .,-, r , 3, . , .
, ,

t
., pour Irsijiinls /

tliMiiiMii'tf I'niuiii'is tMiln^ It's liinilcs

t.'O

Si I'DII ptisr

ilt'Vi'onl, (Mi t'^iinl a
rcijiialiuti (i ), vrrifinr la r.oudiliun

(> .^i y:; i ... i

a hiijiirllr mi salistVra en prcnant

/ ,',.
, iiny, uitiy,. . .Hniy,, .

i-M'.y,, ,,

\ -'-. "'Miy, "iny,, , ,'>iny,, ,, hiny,, ,,

Si iraillcurs un assiijellit leu mights >,, 7- a ^,, .,
a (Icinenror CIHII-

pi-is cntre ICM liniitcs , ,;, cl rungta y, t ,
ii tlniufliu'nrcoinpi'istMiIro los

liniilcs ;;
( |

T:
; alnrs tt Lout syslenic de. vftlftura do .r, j, 3, ...,//,

>', if, pnur li!t[ii<<
r | HI; voriliiH'a la couililion (i ), com'spundra lonjonrs

un
syHtt'iniMiniijiie de valours tit* 2, ,._,, . . M . pour Ititpicl

so vt'il'i-

linra hi rondilitui < "i)j rl. par suilc, si atix variables ,r, j, ^ //,

(', ir mi suhstitue les vai'ialili'H /', 9,, >J( .... 9,, ,, tin aura, en vtirlu

tin Ihe.iH'eiiH' 1 dvi pur^raph*! I,

(7'

." * ,.<- /.'

/ / '"I I IiH<//'</y,. . ,(/y,, ,i/y,, ,,
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t) designant un f'acteur posilif quc Ton determine sans peino m
operant cominf; il suit.

Contme, en laissanl invariables x, y t z
//, r, on tire de la I'or-

niide
(i),

\vd\v~ rcir,

par consequent

/ -

llr
~~

/,

'

il esl clair quo, si I'on substitue r-i IF et rf/'juAr-', on devra, daus I'inli'i-

grale is, multiplier la fonclion placee sous le signe / par la viilnur

numerique du rapport
~. Si Ton substitue ensuite a, a a;, a, :i

_,-,
,,.

,

-, ii >', on devra evidemmenl, en vertu de.s lornmlcs (/>} remDlaiM-i-\ * / 7 1

f^'r f/)'. .... C/C

par

t'f/y.,, /<-/,, . . ., t'(/ H^i ;

Pt, en
consequence, remplacer le produit

i , .
(hr dy. . ,<f\>

par le produit

Done, si aux variables ^ y, s
, .... W| r

,
(P on sul)stkm; |fls yari||b|ws

';
'., - - ., a,,.,, on devra, dans

Pintegralo IS, multiplier lu fon<-
[ "J" U par la valenr

numerique du rapport

<*

D'auire part, si, dans une
intfigrale

f K 3. ..._ on substitue a celles-ci Jes
esaverplUn-n. i

.

- 6 ^- Y i T9 > f" "

^a\eceiies 1W les equations (6), on devra en verhi du fhAni^nu. II.i.. ,, , ,
\ /' * wv ' 1

**i v". vui LU u.u tutiui uiiuj 1 1

du
paragraphe I, multiplier la fonction sous le i* r

numerique du produit
gl ' 6 J ^

["ipeuUtrereduiialaforme
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la valeur do otanl, positive et deUirminee par ['equation

fill

llela pose, on conclura du thcoi-ome III (1), qu'en substituant aux

variables,-!;, y,s t ..., ,/,<>, w l es variables r, <p t , <p a , ..., cp,,^,,
on doit,

avec M. Jacobi, multiplier la function sous lo signe/par le facteur

(9) O/"'-'.

Done la('ormiilc(a) pourra fitro reduito a

it n _it ,-

(i") '--
s

'^/ / / /
^r"- 1

^-^,..,^^^,^,.
'

TI ''O "^0 v,.>

ConceTDiis inaintcnant (|iie les /;. variables ,v, j, j, . . .
, H, c, IP,

soicnl lieos a n autrus variables x, y, /,..,, u, v, w par tics equations
lim'jaircs do la Tonne

1 A X !- A
i y -h

Pour que Ton ait identiqnement

il suffira quo les coefficients

, o,c, . . ., /i; A,, r.',, ,.., A
t ;

v6rifient les conditions

_,+ . ..+/*

D'aillcurs, si aux conditions (i 3) on joint laformnle(2/i) duMemoiro

sur les somines alternees connuos sous le nom do r&sultanteti (i. 11,



ifi2 CII.AMiniKNT IH-'.S \ \H1AHI.I.S

i). in(t) ('), on (in (ioiK'.lura

<;(, par siiilu,

(i/i)
w '

W
ihisignatil. la valour luiim'trHjiu!

du la sotiiiiir

S| t

,//,,,'..... A, t
,
);

ul, mi t'^ai'd aiix formulas (i i), crUi- diTiiirrr SUIIIIIM' in- ilillrrrrii

ilr la suivanli' :

Si I

\\.l |)| . . .|l,,H'l.

i;is

1'Jlllll, la I'unilllhl
(r.'.), jninlc ;i

rri[iMi(ii>ll
( i ), tlonnrr:t

( l5) \"
I ) I /,"!...! ll

1
i \

*

i \\
'

'''.

Ola
[losi!,

il n'isulli! ilu Ihrnnjiiii! I iln
|uii'aj;i'iijiln' I, \\\\i

t

si ICM rn

tiuns
(i'i) soul, rmnplic.s. on

|ioiirr:i,
dans la lunnnlr i - ), su

imuiiMliaUimmUiix vai'ialili's.r, v, y ..... //, \\\\- Irs v;ii'iitlili-, innivt

x, y, /, . . . , 11, v, \v lii'ios aiix prcniirn's par Irs I'lirnuilrs ( 1 1 ), rn s

qu'on aura

llcs

los
iiilf'^'ratiOns I'llant nU'mliii's ii lutis \VA sysh'...... ; , <lr vali-tirs ill-

y..... ' ' (i <l<! x, y..... v, w pour |I>SI|IIP)M hi varialilt- pnsilivi

linn avoc liis
proininriis par la I'onnuln ( \ ) mi ( ,:, |, .Iniirun' rnnipr

nntro his liniilos /', /".

II iniporto d'ohsorvnr qnr dos iurniulns (in jniulrs :mx ri

tioiiH
(ili), on (ii'o immmliatiMiinnl

.r,

*

/',

isti

(-7)
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ijlll
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II v a
|iiih<
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1 tlr
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1 n i
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ill
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ti i

r't|ii;itii>M'<
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ai'liili'aii't'ini'iil i-lini^ii' .,
',r ri'iliiimiil ,t /rru : rl ih' re-, n i

1'ijiialiniis

nmivi'lh 1

'., I'i'iiiiti- > :i la jutMuirn' ilf>
ri|iialiuir. { ii) t, MM rn lirrra inu'

iiiilrr ill- l,t r<inin'

i, '-, ', />
(-") ,

. . i1
\ D i. II

A, II, (;,,.., II t-lanl lit*-,
(jiiaiilili"* nnniut'^; IIIIIH

id;
ri''i|iialiun (v.n),

jtiiiili'
ii la hi'i'iiiiilc ill", I'uriiiiili'^ i nj i. <n irunrlura

('*!)

i- */,, //,,<-,, . , .
, /*, ri;inl iiiiis ii'li'i'iitiit'i's, tin |irmm!tti,

i/." f H 11,. >. \|\ ,
J'l



li.'r KiVr IM.S V \ltl.\ltl I

par dr.s raisomiiMiirnls sninlilalilrs, ijiir I'mi pml rnrnrr si

Jfts vahsiii'K n':rllrs dr n... />., r. //,, ,\\\\ h-rd-, niualim

Irs drux prniiim-s pruvrnl i-lrr jninlr-> ;'i n rmiitlimi

infant! lonnr, ai'liilrairniinil I'liniMi".
; rl, I-H - -ml mn;, ni ,|i- hi Mirl

linii'ii par nliliuiir, putir Irs corl'lii-it-iib.

"t. /'- l',\ n,, / A,; .

,. /..
,, . .

(
/,,

iliiH valriirs riicllrs
ijiii

st-nnil propn-s it vrrilirr Ir-, r.ii'inulr', i

ijiiand on Irs jidndra aii\ valriirs ivrllc:, r| arliilniiri'iiirul rlmi>,ii

conl'licimils
, />, r, . . .

, /,,

CuiHMivons ii
[in'sciil (

|u'rii allriliinml ;it is rurllirMMil'^ </. />, ,-. ,

I'""
qii(!l(!iniqin. dns sysli-incH dr viihtuiv, n-.-IIrs p.Mir IP^M.-!

vrrilic, la r.ondilidii
(

i H
), un mliiisr U i. 1111.- 1' -|i vrllr .

du pulynoMir
tl.r I /( V i c; . ... . An

,

H sui'Lo qur Cfillc |'

i'istiqu I', on ail

.,/,

sr

Hi (raillmirs, da.is
dia,|u nH-inlnr .],. | lt innnulr ( -, ! , suh.lih.r.

"As 'mcorr a ttw mrmns viirinliloN par drs mpiali-us st-iiil.'liii,

iiiln'i 1

pri'iidnt la I'liniM 1 dr rinli'^j

(HI); HI. i'ii
piisiiiil. puur ahrr^rr,

''. t .-. t /iir,,.
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rnuiri d'alinrd unr luni'linii U d'niii' scnlc variable ,r
(

ol
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I|IIP iTllr IttiirliiiM n-ili* nuiiimir niliv ilonx valours don-
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on

<''
l

ii
|

MISI '> "" t'la'ra I'ari'i ..... ,| |,,
prnpnsilloi) snivaiilr :

Tlirum'Mi; 1. .W/ 11 ///< /;,////, m't/r <!r n ntmiMrx m-f/t'x .r, )-,

z ......s'' " ''''ft'
1

* ''i "" MifHtitur n unlirx mritihks n'r/lrx x, y, /

<////
,v fmv// //Vr.v nit.i- i>i'<'ininY\ /,// H/inniunv /iii^iftrx, U consittim>

vnmtnr /onrtn,,, ,/,- .r, _r, a. . , . .,// ,/,- x , y, /,..., am.w/vm/ .l,,ns /r.

/////.I
1

rr/.v In null/is /'<//,-<// mn\t'nnt\ fmnn-it ////,
A-.v //////'/, -.v

r/.v.v/;|//rr.v ////

M'cnml \\\f f'tiK' tl.' t;iri,ih/rv
ci>rn:\ii,>tit/rttt nn.r lintitt'S (ixxitit'w tin

'.V

Mil I'lh-l. I|II;MM| un Iranslor r:i rlm<|tir iiilt'^ralc

niliilivr itnx vnriiiMrs .r, y, ;;. M sul.Miliiaiil a rrllns ri Irs

varialih'M \. y, /, , ,,. la IniirltnM Mir Ic si^nr /' SIMM niiilliitlirtt.

<> s
( h, , it, , n, ..... i,

Si irailh-ui':., In. varialil ..... r, >
, .,, . . ,

.M iii| lircs
jiitr

dcs
i''i|italinns

liru'iiiiiTH :m\ vari;ilili'M \, \ . /. ..... h< t'ai'li'iir l-Jsi 1 rrduira
siiiipliiiiii'nl

a linn riiiisliinU*. Dune aim-. IT 1'nrlrur pimrra rlrr plncn rn ilchorsilcs

siKiirn iriiili'^riilioii. pnis rllan' cninitii' rurh-ur I'nitniiini ilrs ihiiix

Imin's (In
r;i|i|itirl i|iii i')'|n-t">iui[i

(
i'a la valt-ur ilr U.

Soil iii.iiiilciianl / |'(.r, \, ,:, . ,.i unr nuiivi'lli- roiicliini, n'T.lln

itlissi hicn
ijiii' U, i-l

sii|i|itihiuirt i|ih' fun rliiTi'lH 1

lii iniiyiHtnn cnlrc li'.s

valriii's dc U
i'Mi'nsjiiiinlaiit)is ii luiili". It-s vah-nrs di* .r, v, ;:,... pour

lcst|iirlltis la I'niii'tiitit / licninur
fttinprisi' 1'iiin 1 dtuix liinilns (lunnrcs

iraillriir.H it I'ltiflr ttt* la nnfatinn

f'ti qim ili'vh'iil rclh'
iiiuyriiiH- fjuantl la .lillV'rt'nrc It ti s'l'ivaniiuil.

U-'MV.- /, f. N, ||. I \1V, 'Jl
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Si Ton iniiiiitii
1 A l.i nin\t'i

iilc;. mix iliwi-'i :.\

'ls rihiiururr '''Uti'i'

n
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/'/

Irs Viiriiiltlt'N :,',, ^,, t>, . .
j .ii.-.-. .. ( n^ :. - !..
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K, it; jilnrs, pour cliaque. syal.emo dn valours dn a,,

, .... a,, prnpi'o.* a verifier la r.nndiliori (!>\ on nntiendra loujonrs
nnsvsieme iinii|iH) de, valours do ?,,^. ..., ,. ,;[., |)OS(

-

!( B | rm|

fail, pour ahrr^dr.

rl si, en opi'raul roinnic dan.s li- iMi-moirr priM'.odoiil, on sulisl.il.iiu,

dans Itis dcnx itiir^ralMs quit rcnlVrnii' la Inriniili! (.'I

1

), Ins varialilrs,,

'p-o p.. ..
i',.

., '-aux /( variables .r
(i )', ^ on li'ouvorn

,.^

'" l

-/'-'/v,...'/v ,</y.,

(luiH'i'vniis in a i n I c nun I qnc, dans IV)
|

u a I inn ( ,S), on post
1

; h- -n\ a lot's

In srrumf inrnihrr dc ri'lh' rqualion sr pn-scnlcra suits la iorini 1

"; o|

pour (ihlonir s vt'-cilahlr valmr, il suflira do rrinplarer lo rapport dns

deux inli'^ralcs qn'il ri'iiroriiio par le rappnrl do lours dri-ivoos

ri'lnlivi's a A, puiv. de. poner, dans re dornicr rappnrl. h .a; ol coinine.

la valrur de A ainsi idilrnue M-ra pn
i r.iHeinenl la valeut 1 moyenno doiJl,

t|i'M;.;iirc par la nnlahnii

nous deviin*. i unrlure
tjitt-

I'mi aiii'ii

re part, rnnntir m di'M^naul par in nil uoinlir

un tt fit'iiMriilniiciit
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mi Irouvora, IMI i>w\rd ii l'n|ii;i

f"'j / ( i
i'

,

, /i ,

ilotir, In lonimlr (<|) |iiiiirra
i-li'i

1 relink ii

Cmisidi'i'ims inainlciianl, d'uiir niHiiii'-rr "pi'nali
1

, Ii
1 r;is mi i'nn ;i

Dans rt! o:is Ja I'midiim di-.c,^, .;, . .
.

, ilt-M^iiiT pur 11, M* rnhtii pmir

;.: .1, en vi'l'til Hi-s I'lH-iniilrs i/| I, ii uin 1 I'linrtiiHi ilr* \ ari;tlili'!*

ol, en snlstimiinl roltc tltirnii'iT rnMiiliun it hi pnMiiU'iT, on t'l'-iluil la

nr

M
it :i ln HI IP

', rhiiil unr. v;iriulih v iniiivcllf lin 1 mix variuhh'fl

,
(MI runsiili'i'iinl U nimmi' unc CnnrLiiiii tlt^ /i \,ni,<!i!rs y,,

a , . . .
, ,

ct suppoKftiil [,
lii< i\ ci'llr.H i'i par tVt|!uilimi ( i i mi am a

ilc In furmulr tt'i), ti
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a,, a,,, , . .
, a,,,0 comrne des fonctions deo,, o a , . . .

, o,,_H determinees

par Ics formules (6) et (7).

Concevons, a present, que ,,, . . ., felantdea coefficients reels,

on pose

Soit, d'ailhuirs, A une quantity positive liee aux coefficients ,,

// a . . - M/I par la formula

et nommons F(/r) une fonction paire dc &, developpable suivant les

puissances ascendantes de k\ En vertu de la formule (35) du prece-

dent Memoire, on aura, pour des valeurs impaires do n,

arc -

pourvii que Ton poso ', i, apres lea differentiations indiqueos par la

caracteristiquoDi. Done, eu ogard a la formule (i4) on aura encore

(18)
P /

"
\

MI, ...,
r /

Concevous maintenanl que K(/-) dosigne une foncLion de /-, paire ou

impaire, mais developpable suivant les puissances ascendantes cle k.

Alors Texpression

represenlera une fonction paire de k, developpable suivant les puis-

sances ascendantes de k*\ ct a la formule (18) on devra substitucr

cede qu'on en deduit quand on remplace dans le premier membre
a=i

F(/') par M F(Aa), et, dans le second inombre, 1'expression
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par rxprctisinn

on, ce
(|ui

nwiiiiil iiu innno, pur l:i sniviinli 1
:

},/

(til MS
l;i<|ii(>ll(>

on dovra I ouj 1 1 ill's minim p
. ii I'linih 1

, ;i|in'">
Ics d

lions
inili(|iu'!(!.s jiiir

la c:u';n',li'
i

riHli(|ni
1 U

t
, i)';iilli'iii"., si

\t\i\w. \'\/i) par /'"', //) rliinl MII noiuhrr puir i|iii'l(:iiiit|iir,

sera (iquivaliMilc an produil

on, ccqui riivinlit an itirinr, 11

1'rxprr^ii.iii

,
."

i "
.:

|l>" i

'

t.'"\
t )"

On iiunuloMc, |i(iiiiMl(!s valours paii-cs ilr in.

on, en
(|iii

iTvioiil an DUMIIIS

I llfl
(',\.7.\

I

j. I

u figard a
(inUftdftrnih-c.roriiiultsilaiisljiiiurlln tr.litHntr

'

SMmlnini
tt

nmitiii pour t -:-:=!, on lin-ra ( |r IVM|u(inn ( .H), quinul nn y
--

n\-
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;inrr'. ;iM'rinl;mf r^ ill* /.
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Mn rt'sinnr, (Mi |>ml nnmri'r li", i|ru\ jmmo:<ilinns summit's :

TiiKiiii.Mi M, Suit-tit .',, /
; ./., /( i',in'nt'li'\ i'i'i'lfi'\; \ni( f

(''V\, e't ii

Stilt fiiiin \''\A * 'fill- /"H'

il\i'< inlil/td \ ./r /,

'

'tt i>,iu. i/r /,
, ii,\,'ltifiinihlt' Mni'tttit d:\

li'S id' //,

n<ti')<'\ ti\n ( Y

It'inttifitr
ll /' /../f/)u-

/*"/< finf,

M

ti i'tiiitlf. Hit tini'n il'<itlf''itri,

TltinlifMI IE! /ft o

'iWiffltti it I "li HuntHi

/i"irt flttnl
ft>t\t'<'\ tjtlt'

iili*' /nttrttiui tlnt'lnfi

.M M

!>' l/it'iil'i'-nii'

Allt\'Htll li'.\

t/it'ttfir,
s /n i/j//. ** msiin^tn imhtfitt'r* ('-ii

In i-ttrnt't^rixlniin' l>, "/'
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I) MS rnNCTIONS

IMH;U\II.IX i.|.;s ix|t

i i AI \ tn;iii\i:ix I>AIUIKI,U.;S

SnppiKiiii't il'iiliiinl rinniiiniic f.i ilrli'l'liiiin'T I'll Inucli.iji Hi! InilltH

pill'
IMl"

riJUilliiill dlllri rnllriii' ( |r | ;( (nilur

/ i-liiiil HUM
i|i!;inli[' I'uii-iliiiih'. Si I'mi HHIIIIIIC (.(, n, Irs viiliMirs tie r;i

i-l |),i.i i'iUTi'*.jinitil;inI 11 HIM* \;ili'ur iitilliMlc /, rinlr^rjilr ^I'lii'Tiili- ilr

I'l'itiiiliun i i i !>i'i;t

tilt, i't'
ijlll IWII'lll ittl Mli'Mltf,

1 ! -II

<" - " M "' M' '-

i if

Si tt'iiitliMir't l;i
i|iiuniift*'

f.

!

i-nl hi SMiniiu 1 ihm rurn'-s tin pliisiourn i

i[
u;i nl ili'-H it,, /; ;i , , . , u,, tMt -iMrlp ii ifmi nil

mi
|i'iiiriit iliuit Li fttrinultt i

- K rt'iitpliuu-r rcxiiontinlielli' c'^ par unu

nulrn ilyn-. bi|iiith* lVxpi*um iiit mlnil u uiift fonrliou limtniro

*f i.i*-. ifr r ** II. i. \l\. ^a
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do // 1t f/.j, . . .

,
'/. KM I'H'i'I, suppiiHoiis il'iilinril

ijiir
n MM) INI Mninl>n<

impair. Alors, v,\\ di'signaii! |i;ir

iX|, '.,,

n variables ;ui\ili:iirns, r.l pnsanl

(/|)
M :."

II, ,
I ,.(/. i , , ,

i n n '.,,

/I',

In
i;aril(',lnristii|iic' 1),. Si i'l:iil pair IT ipu n-Mrnl ,,u m.'iii.-, -,j,

n iHiint impair, /<'' ('Hail di* la rnnin'

(") ** n] i

'|
i

. a- ,.

il
sul'lirail, ptmi

1 rrvnnir an ras pn'-cmlt'i

(7)

IMI verlu do
la<|m'.ll<t lit valrur di* M srrait iviluiir u

mainlmianl qur, .r, r. 3. . . . .'lunt tit* inuivrtli". vun-.

iiidopoiidantfls, /-'
J

HU IniiiHluuiu! i-n unit I'nnrliuii ,| r II,, | M I)

wnLifti'o <!l (In 81-noiul du^rn, ruprnHiMilri- par 1-\|)., l) tl !).u 1,'iM

), nit, ciuraulnisliinnt'rt, lit I'nt'iuiili'
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(

l

lli 'I''' 1
'

1''"' '" I'innmrim' r.i r.<m*idrir ( <<> r.uniiiu! lonclion do ;v
t y,

;;,.,.,/, ijiiaiHl nil rniiiKiilrn Irs valrurs iniliairs ,1 ( , m ,, ( |), (ITi Snirjil

ii| " ( ' |l
'. ri - :> '

'''>''',.)'. ::....) (MIS vali'.urs initiates. I/inti^rah!

l^in'
1 '"'!'' 'I'

1

r^'iiii.linn (o mi (,, t snrn ri^prns ,'T par la I'unnuU;

i i, SniriH d'iii

" I'.

Ic iiniiiliri' i!.--, variahli-i .r, y t s l;i valrur dn k'>

ii;iii,n ,11)
|ii<iiri'a rlrr ;;^irntlninriil mluitr ii la

"" " " ''Ian I dt". I'M n i-l i.i ii I i m-airi". dt* n, , ir, , , , , <<n sorlu

(jii'mi aura

', i< <i t<. i'
,

ir ... /, ,

.

' " ii. 'i /-. * . ii
1

>
. /,11^1 .-...li,

I'Mt'llirir-iil-A
ijiii M'ninl |<iti'. rrt-K -ii la funi'liuit l-'t.r, v. 3,

ii'Miilin* il 'l!r .

<|in ri'hii'iil |insilivi*s pmir dcs valiMii's
lf

''*' ' ( '..i--,. ,, Adint'lInitH .'I'llc dcrnii'i'i'
liv|Mllit'

i sr. Alnrs, pour
di'diiirc ilc hi I'ltnniili^ i

r
. rinlt^i-alf ^riirrah' dt*

ri''i|iiali(jit (i), il

Mlllira dc
rtMiiiditriT dans ct'llt- iMrmiilr M

() i( 1.1, jiar w,,(>r,y t 3, . . . )

el f.-j .(.r, > . ^, . , . t. U'autrr parl, rn vi'rln ilrs Ini'iuiilcs ( i.'J ) jnintds a

la
prt'niti"'i'r ili-s

t'i|u;iiitutii < \ i, on aura

.< , ,a la ,'t yd-
i .,,</,,
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IBS valours do a, p,y, . . .
,
A <''t;int

Knfin, mi (lAsigiiiinl par m( .r.j-, 2, . , .) niiu foiH'Imii arlulrairt- dr .r,

;)',*,..., on aura, IMI vrhi du tliiMn'rini' <lr 'I'livlnr, ni ('^;iri| ; ( | ;i

lormuln (i/i),

(ill) r""i' l

'm(. /'..I. ;., . ..i. r"",i(.i i </\ .. \ ;t\ ,. , .
)

Done, riiili'^raln ^rnrriili
1 do rrijuuliiin ( <i ) scni

L diwanl filro roduil a I'miilr
upri-s IIIH diilun-nliulioiiH indiqiirrs par

La formula (17) r.miduil aisruirnl 11 la nimiaishaiirr drs Ini-, ilcs

phrtuomftnos donl, I'Mudc oxi^i' rind'Mriiliun d'rqiKiliuiiN M-mlihihlrs it
*' I

la form u In
(ij). Supposnns, pour MX (M

1

Ins idros, qur ,r, v, ;:.,,, rujinV
scutum tins (MJordoniKios d'unn on

pliisitnit'H snrli'K. Suppotutus rnrnrr

quo !'()(]iial.ion (<)) soil
luinni^i'-iio, cl qim, pur Kitilr. /,./, /, v

sVivanouissmii. SupponoiiH rulin quo los valiMirs dtt riiiniuiiihi ci til ilr

sa dorivuo soienl insoiiHihloK an prmnicr inshiul pntir drs vwUMirs

iorinulo(i7),lftvolmip(lomnseni srnsi!.|. an hniii du l^u.ps / qu.-

pour des valours tin ^..r.a, . , .

,,,,1 vnrilinronl s.-nsihlrn^.l Us fur-

mules

rs,

^ -I-
li.fi ; . n, i I. sii > .-,v i . . ,,
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lofi valmrs ilr *,,,,... lircrs ilrs liinimlrs ( i.'i \. | ( Ymi{ili

'' tlh
',' .','...! ./;: ,.

jninlr iinx loi'iMiili':. ( ifl i, i n, t
, duiMH-ra

''< r|..;.li.i (

- i, l.vr;, rln- vrrili,,-
^nsil.lr,,,,.,,!, ;, bunt <lu

Irinps /.

par Inns Ir, sv.lrm,-, ,| r , v l,.,.rs .r. v, ,, ... ,,,. l^nrllrs
r 1.1 i-nnsrrvn'ii HIM- v;ilt-ur smsihlr.

Si A i-rssail il.* Vrviinuiiir. |,. ?l r, t r|imi t ,, ls i (

iix,|itrll..s nmis VHHMIS

Si | it iWmiiliM.p:.!' rr.iu.l i
I'njui.linn ,lu niiMivrnirt.l dos fltiidrs

'H. la Innuulc U;M iT|ir...lnin rinl.' K r(ilr n.nnui! <!r cnlln

. H hi r.irmnlr i-Ji tM-i-ii
IV<|iititi ..... Ir l surlari!

s|ilinni|iin
imiliili-

ijiti r(*|tiN".i'iilrra I'lUH
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MtMl

,1'IS OIIANTITKS (IKORlfiTJUOUKS.

I, it llti'urii 1 ties
t'ljiiivjili'Mi'cs aljirliriijiirs, a

la<|iii-!lr s<-
rappurli' MM

<lns pi'm'f'Mlctii'i Mctiiniri's. ii'i-sl pas la iriili'
<|tii pnissr rlrc iililciiirnl

snliMliliU'r ;i hi lln'-orir ilrs t- xpri*sHiiui* iiti;is;in;iir('M, On prut nir.urn,

iivrr aviiiil.-i^i!, ri'inpiiircrrcN cxprr-isiiiiiH par \v*tfnnntiti
l

xffhinn''irii/m'x t

ilonl rniipliii iluiiiH 1 a I al|!i''liri' IHHI M'ltli'iiii'iif tine c.larh', tint!
prrr.i-

siiui nnuvi'lhi, iniiiii ftit'ni'r itnr plus ^randi- ^rni'valih'. KnlrtHis, a re

siiji'l, ilaus
t[in

i

|i(iit'!i tli'liiih'.

La Ilirorji' ili'r.
t'\pi'(':.'>nui^ ima^iit.iii'cii a clr, ;t itiviM'sos

('ipin|iios,

eiivisaniV NHIIS tltviTh ptiinU ilc vu.-. l)r-. raniii
!

'i' iHnlJ, ^|. riihln- Hurr

(!l ,M. Ai'Kainl, m pitrlanl ill- i-t-Hr tili'i'
tpic \ i r.sl un si[<im Jc por-

pi'mlii'iiliu-itr, avail-ill tlmim- i|i*<, I'vprossinns inia^iniiircs unr inlrr-

|irnl:itiiin tfctiini'lni|m' , rnnirt*
hii[iti'llc ih.'s olijci'liiiii:, uproimisMH onl

i''I.A pi'dpusri-K. I'hiNiitr-l, M . Ar^im! rl il'tuilros {Hilciii'H, piirlirulirrc-

nionl MM. I'ViiuriitH, Kiiurc. Mnnrcv, Valli'-s, rlc,, mil
[Mililii'

1 ilo^

I'lU'licri'lii's ('i ijiii
avaiiMi! pintr Inil itr il^vcloppri' nil (If!

rinh'rpi'i'liiliini <|tiiil il ^'a^it. Dan-. MMHI Aiwtysf //;;/ '/(/<>///<*,

"ii iH'.M, j
t
' m't'tais riHiii-uti' ilt- Hnnt voir iju'nn pout rundrn

!^ .1- ,.-. r 'i lii'l.'lic-. ,)\,iil I'll', .'i ft'
i|ll'il [t.il'jlM,

MMii c| ilri r.uiMi' ! i' lyHli, par 1111 f..iv;nil nmili^lo,
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ri^onreuse la Ilieorir de.s expressions rl, des
t'ljiia

naire.s, en e.onsidrranl res expressions rl rrs p(|iia(inns

xymbnlitjitfs. Mais, nprrs dr nouvrllrK el mi'trr!. rr'Ufxinnis Ii
1

parti a prrndir nir parail rlrr d'aliandoniifr rnliri'mienl l'i

si^nc- \/--i, rl di h

I'einplarrr la tlirnrir dr:. cxjiiTssiiins inn

par la throne drs qiiuntiU's i[iir j'apprllrrai /innm
l

trit/ur\, en inelliinl

a prolil, Ins idAns einisrs rl Irs nolalimis projmi.erti nun sritlrinnil
pat'

les anhinrs
drj;'t riles, niais anssi par M. dr Sainl \ maul, dints un

iMrmoirr. di^nn de rnimrqiir. snr Irs \ntntnr\
ttt:;t'lu-i/iit'\. (I'rsl re inir

j'esHaierai d'expli(|nrr dans Irs
parajirapltrs -auvanls, <|iii ollVinuil

nnr snrle dd rrsntne drs Iravanx Tails sue rrlic nialit'-rr, rriirodnils
i

dans nn onlre. iiH'llnnliqiie, avrr, drs niuililiraliuns utiti-s, sons unt 1

form 11 simple el nnnvelle, rn i|urh|tirs

s, dims un plan li\t\ rl p;ir nn pninl li\r ()
pi i-, pmir online

nn/j^A-, un ax polairrO.V Suionl d'aiHrur^-la dihlunr.- t|r I'di^itiM)

;i mi iiiilri!
poiiil. A dn plan li\r, rl

;i I'auglr pnlaiir, (K.silil'nn \\t"^nl\\\

drcril. pur un rayon mnhilr, qui, m (niirnanl aiiLuur ill- rnri^inn

dans nn nous nn dans un anlrr, pasir tlr la |inniiinn D\ ii la pnsi-

liun OA.

i('.M^n.'r..ns par i

noluLinn
/;,

lo raynn vcrttMir OA dingo Hit n vi*rs A. I, a l.iii^nrnr dr re

rayon, rrjirrmiiHi'i'. par hi Irllrc /-, sura nnininro hi t'ttlw /i/iwn'/vV/HCdii

In tn,n/uli> dn la iptaiKili- muiintHrit|iir /; !'an^lr /, qni mdiqno la

(linifition (In rayon vuclnir OA, sora IV/,wmv./ tin \' tisfnint dr rrllr

ianl.il.n. Dr.nx <|nanlili>s Kri)i)tiUrii|tirs srnnt r^A-.v rnlro

W|u'ollt< ropnistMiUininl It; IIU'MIH! r^ynn vi-rtrnr. llinic,

Lfil rayon roviwil fnnjonrs ii la inrinn [lOHtlittn, i|iitint!
on k

nor flutour dn rori|<ine daitH nn snis ou duns un antrf, ilu

quo cliHRtin do HOU poinU drurivc nur tut jiliiHirurH r.iroon-

(lucrcl, il
<)Hlulairi|uo ui Ton di^i^ud par Ii uiu* qmuililr,



SI. II LKS QliANTITKS <! KO M KTIU Q li K S. 177

(Miliero qui'lr.ouqiiK, positive, nullo on nogalive, ct par TC Ic rapport

do la r,ipcoiilY<rmic,o an diametro, nno liquation de la forme

/{/,-- f,,

luitraiuora toujours les dojix suivantos :

it- :/', /'-...:
fl -I- '.'./,'TT,

!., pur suite,, Ins t'onnulc.s

ruS /' ; COHJ, sill /*

I'liilin, NOUS (-.(Hivii'.iHlroiiK il(^ nisurr Is longuonrs absoluos SUP

Taxii polami OX, tin soi'tc ([u'on aura idonLiqucmont

(Juanl ii In (|ii;ui(ito ^ootnotritiue /- ('), (die so inosurcra aussi bien

quo /'u, SUP Paxc, pnlaipc OX, nuiis c,n SOUK inverse, |, par suite, la

notation /*,. ponpi'a fi|p e.ens^e rfqm'iSGiiliM'iwqifnu nomine, unalgtibpe,

line (fimtid'ti
1

in'^niw.

(Ida pose, la notion d(u///f/////Vr^-(w/^
!

//v'c///f'(;oniproiulra, coniiiKMias

pai'lir.uliop, la notion ih 1
, t/nnnt/ti

l

(i/xrhrit/m
1

, positive on negative, cl,

ii pins forte niisiiu, la notion do ijnuntilt
1

<ii'itiinn''ii<iiie on de mwibrc,

I'enl'oriuer (die-memo, nomine cas par(ie,ulier, dans In notion do quan-

life id^i'diriqiH
1

,

Ajniilons (pio, pour plus do tfonondile, on poiirra designer encore,
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[I. Soniinrs, jirofftiifs t:l /w/.v.w/i'r.v
rntiriT.t iti-x </n<inliti\\ xi-

Aprils avoir dnlini Ins quanliles Kromrlnqni's. IE CM! rnnirr m'-ci's

siiii'it do dolinir los divursrs I'liin'liiius ill
1 ITS

i|iiaiilili''s, sprruilnnmit

lours Hommos, linirs [iroiluils rl Irurs puissHiir.es rnlirri's, en rhuisis-

sail!, dpsdulinitions qui sVr.unlnil aver trlli's
qiit<

I'lin admet dans h<

r;is on Ji
s';i;til hii]]|)l('!]icMl

di> qiijinlilns ;i];(i'liriqiH's. Or, rcllr ronili-

tioti sera nutijilin, si Ton
;u!o|iti'

Irs t'onvrnlinns
(|iic nous Minns

I'Hanl donnnrs plnsinui's quanlilrs uriijiielriqiM's,

r,,, /;.-, /;,, ...

i|iii joi^nonf. In pul sitix poinls A, A', A
,
......nurcvmis (|in' 1'itn

iniMic, iiiir I'lixtmnili'' A dn niyiiM vrrlriir OA imr ilmili- All talc ol1
i F

parulliMc an
riiyoii vi'c.lniii

1

OA', ptiis. |iitr
Ir pom! II HUM dmilr \\(\

t'^alc, ol
p:iralli>l(! an rayon vnnli'iir OA", . . .; M joi^nnns Ic pnlc O an

(Im-nirr Hoiniiirt K lie, la uni'limi ilt!
pi)ly;<iiiii' OAIIC. . .UK roiiMlruiU!

i on vic.ul do In dirn. On oliliriulrn lo dernier t'.Ale OK chin

ytfiw! (cnnn dunl Ics prnniors c.nU'-s srrnnt OA, AH, HC, . . , , UK.

Or, do dnrnior (into OK sum c,o
(jtir uniis appnllrrnns la \wnntt 1 drs

qiianl.il.oa ^oiiHHri(|iins dninit^s, c,i re quo turns indiqiiorons pur In

juxtaposition do MH qtianlilos, linnM hum a ranin* par lo si^ne -(-,

connno on a cmilume dn In tniro pour une smiinir dn ijilanlilrs sil^r-

briquos. I'lu r.onsiHfuonrn, si I'nn iioiiiino // la valour miim'Tiqtic du

rayon vontour OK, ftt /' 1'niiKlo p.dairo I'nnno par IT rayon aver hixr

polairc., on aura

Olisorv.ins d'ailloui's
qiH! IPS onlrs OA.AH.HC ..... UK, du poly-

{^oiKi AIJCI)...II1(, pouvont (Ui'o (ic.iiKort niprosniUur IMIX-IIIOIIIOS los
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1 KS , I7

(|ii;i
lit id's #f!nmrli'h|iu'!i ilr:ii(.(in'M'S par Ins iinUlioiis t'

l>t
t' ,

t
r". ..... Dour,,

/inur
uhlrnir In .\nttnin' (/> /ilnstriirs i/mi/ifiti'\ /;v

;

///r//7>/f/c?.v )
f/. xu /'/it </c

finr'trr,
film' <t/>ir\ /\/////v, /r.\ iltwsrn hn^urnrx ({ti'i'.Ue.s ivprr.vcntrnt,,

ilnns Irx i/ti'i'i'itnin iitt/i</tit'<'\ jt<ir
/,:\ <//\rn

w/jv/wf/t/.v, rn firrnntil nuiir

nriifitu' i/t' r/nit/ui- /<>/i:;tt<'tir /unnrlf, 1

fi'.i'ln'tnilt' tic In tnnifitrur nirw

ift'itli'i I'm* ilf joimin- riirtf'tnr tic In
/t/v/mY'/v /ntint'ttr n fi'.rln'ini'tt' <lt'

In fA'/vmvv, /)/;/-
um' t/niiir </ni n'lU'i'^t'iifcni i-n ^rnnttnir i't rn ititrclion

Si I'D it |)inji'llr ut'llni;;tniiili'ini'iil Ics ilivm's cnins du
|iolvf<inir

OAHC. . , UK HIM' l';i\i' pnlum 1

. l;i
|tritjrrlinii iil^rlirii|iiP (hi tlrrnicr

I'l'lll
1 U|\ M'l'II rviill'lll llH'lll III Miililllli' (ll'H

jll'lljcrtililis Jllwnbl'ifflHlS (ll
1

tuns li", anlrcs, nil, IT
ijiii

i'1-vn'til mi jnriiir, l;i 'MiiiniH 1 tics prnjiinl ions

iil^rhrii|iH'H tic;. iMyttiiM vcrlriii'M O,\, O.V. O.V ..... Dour.
l'r'(|ii;i-

( i ) riilr;uiii'r,i la .inva

(hi Iroiivi'iii ilr iiH'int 1

I'll |irn|i'Unl Irs ilivi-i:. rule-, tin |ml\-

HIMII' OAHti. , , UK. unit
jiliUi

-tur Taxi'
|inlaii'i',

niuis HIM' un \\\i\ lixc,

pi'r|n
( ntliruliiin' n ri'lni-t I ;

[ t t\A I'llUillnill'i
i

'
I ('( i i i 1(1111 HIH'.i'ltl |i' IH'Ul'll t|t (IclPI'IIIIMI'l' al^I'MU'lll

It
1 ntmiiili' // 1*1 r.iii'iiiiirnl /' <it- hi .'itnnir ilr |ilusiriii's i|iiailll!cs j^i'M-

Nii'lriijili-
..

Si j'tiit I'liM'iiili'i'r it'nli'iiirril ih-ux ra\tnis vi'i'h'lli'S t),\,OA ,

i'(i|H'i''"

sciili'S rn [,;i.iinh'iii ct I'M liirrrhnn
Jt.M'

it"
ijilalltili's ^t'uiJii'U'ii|lll'.s

;
-

;i ,

'', i
lit j-ndtiiH- "It- re* iliM'iiti-ri

1
1 Hi'i.t, tMi vrrlu ilr hi ilclinilioii inlniisr,

tun- iniDtii'iiH*
i|ii;uilili' ;;i'niiirlrii|iii' |iiM|iii',

ii
rr|in'si'iili'r

rn ^I'iinilrui'

I'l rn ilm'rlini! l.i ili;i;?,m,ilt' UK dn
p.M'allrlu^riiiitiiit

1 fiinsli'iiil sur Ins

vci'lfiir-i iliuiiic't. I'.n ranlri^ (I-IIIKK, c!lr ^ri'a Ir li'nisinliir

i

1

'

il'iin inan^lr <|in aina IIMIU |ni'inl>'i'
fnlr It- r;mm vrrlrni' OA, Ic

niiil rule Alv t-laul rjjal <-i
|i.ir.ilU'ln

.HI nuitn vi'uiunrOA'. D'aillrurs,

iN rr tri;iu^lt', h* n'df OR, rvpivsirnlc t*ii ^nimlt'iu
1

par It
1 inmluii! d



ISO

la siHiinir. r
t

, | /',,, sura i:oiiipns n.liv la Miininr rl la (hllrn-iici* dr.

(I mix aiilrr.s rnlrs, rrprrsrnlrs m j;randriir par Ir-. HUM In If', r r| r . ( ij.

pciil done miotiiuM' la prnpnsilion suivanlr ;

II (isl linn iriihsiTVi'i
1

iiiic |r iiiuilnlr ilr la MMMMH' >!< ili-ii\ <Mi.iiili|r>.
I I

k
f

(''.om<Hni|ims /y, /y, |iniirnitl allriinln 1 hvi hmilc:.
.jtii

Ini MHI| ;i .^i^ni'cs

par In lln^uriur pirn'-dml, rl si- rnlmrail I'||IT|IM'IIM'M| .1 |. ( ;,niiniir

(Mi a la (lillnTiirc ilcs uinihili's /, /', ^i Irs i-;i\iiii-, M-rii-nr-. n \, O.\'

(Hainnl, (lirigrs suivanl iinr nirnn'ili-nih', il.nis Ir mi'-iitr M-MMHI rn si'ii-.

f)|t|)OSI!S.

l,r ihiMU'iMiM' I iMilraiiit! n'idi'iniui'iil Ir :.IIIMUII .

On
piMil,,

an I'l'Hlr, tli'iluiri' iliriich'ini'iil n- iln-mi-iiir I! I|I<IT|(I- :.iMilr

(loiisidm-alion, qiir dans 1111 |MI|Y^HM' Irnin- UAHC. , .MK. Ic drnn.'r

(!(Mt! OK nn
piuil siirjiasscr la HI ..... nr ill- Imi > !. jiuln-..

(lc
(|lli',

llullH liniimicnms ir
i>r<>tltttt di-

|tlit>.inir.<. qiianhfr . -riunr-

li'ii|iins, m sera inn' iiuim-llr
qiniiilili

1

'

K'^'iiirtfiiiuc <|ui nura
\

......

!IMllllll( '

ll!
l"'"

(l ">l l linirs ntmhlli's, rl pui.r ;u-t ..... nl I., snli ....... Ir

liuu-.s arguiiiniils. Nous iudiipirrniiH Ir
pi,. dm! dr

|tlu-.inif. iiti;inlih<>,

t'uidfl <1'S imlalinns
i|U.' I'.m rmploir ,la,H Ir ,-; m, ,| ,';,;.,! dr |uaii-

tilt!sal KAln'iqin)R, pur rxrmplr, rn plaraul ^ ,,u jtll |iir., ;i '|a su.lr I,-,

'iii'isdrsniili'ns.siinslrsrain'prrrrdrrd-nurui, s.j.nr, Crh. pn,r, MM

"lira, d'apnis la di'dinition ^

On suit
i|un, pour nnilliplior par un liirlrtir dnnnr In mimmr dr plo-

siflurs nomlinis mt dn plusinurs t

|uai,li[rs alp-lm.^.-*, il sut'Iii dr
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multiplier cbaquo termc tic hi somme par le factcur dont il
s'agil. La

somme Jl
ft
do plusiours qiiunliles goometriques r,lt

r'
lilt

. . . jouil tie la

in (lino propriule. Pour lo prouver, il sul'fit tic voir que liquation (i)

eontinuei'a tie subsister, ai 1'on multiplie les divers tonnes

par un laeleur geonH>lriqu<5 p,,T
. Or, en premier lieu, si le module

p se

reduit a I'unile, il sul'Iira, pour efl'eetner la multiplication dont il

s'agit, d'ajouter I'argument m ii eliacun des arguments /
J

,yj,//,y/,

Mais cctte operation rcvienl a I'airc tourner autour tie 1'originc chacun

des rayons veeteurs

/>'/-, />- /y

el, par suite, le polygone OAltC. . . UK, dont la construction fournit la

valcur dc /f
/; ,

IMI laisant deeriro a eliaqne rayon vccteur Tangle ru; clle

laissora done snbsisl,or l'6(|nation (T), qui devicndra

(
5

) /*,..,., r
fl ,. -i- /;, (

.CT -H />H .W -i- ....

En second lien, on pourra, sans alterer les directions tics cotes du

polygone OAliC. . . UK, 1(5 transformer en un polygone scmblable, en

faisant varier ses etMes dans le rapport do i a p, et 1'on pourra ainsi,

de la forinule
(!>),

deduiro roqnation

m-- (/? )/. rm + (>''{' )/.'.,

<[ui peul, etre presentee sons la forme

(
6 ) l',s 7f/,= pn /> ;H p CT /> -I- ....

On pent done enoncer la proposition suivanle :

TiiKoiifwr, IIT. Pour multiplier l<i .

de jilusicnrs (junntilfis g^ofmHriquen I',,,!'],.,., pur le jactetir gromc-

lri<jiie pm , ilsuffit tie multiplier chacun des termes t/ui la composent par

cc m$nw fucleur.



I Ha MMIOMI I

(in (liriii'i'iiii
1 line |n is rlalili, MM m i In I ml iniiiir.li.il mini I |,i pinim

sition
[ilus {{riH'il'alo ilunl vnii'i rriiotn'r :

TlliOUKMK IV. /./'
jtnnillit </>

ftftt,\it-nr\
MHIIIH> \ />

t/n<infiti''\ !;,';>IH,~-

fi'ltfitt'X
fist In sonitnt 1 dr\

i>n>t/nif\ imiiir/\ i/ui
/\>n

/./// f\>nm-r ,n,-r l,-\

divi'i's (cnni'x t/f irs ni^nn-x .vommn, ^n im-n>mi an !<n-i,,u ,/,/m

C/UIMUH' it 'fill's.

Soil !ii;iinl('ii;ii!| /// MM inmiliiv riitirr ijurlrutntui
1

. l,r |iin<Euil ilc ni

laotourH %'iuix a la
i|iiiinli(r Ki'iniintiriiiur /,. t'-.i n- .[if imii .

;ii,|
H -l

loroiiH la ///"
l

sniviinl I'lisii

l I'li'llil'iisiiits
|,{.inr tlll\

|iiiiviiui<>.
......Minn-i lr

.|ii;iiililr
-, IM

is ls
|mi|H)siliiuis r ...... urn ,! n.| ;i ii\r, :,n\

|.iiiv,;inr.-, mi,, r,

i|
l'"lilf

JilK<'lirii|(irs. Aii.si,
,,;.r .'xn,,,,!,, ,- ,|,s, ,-,. I

j,.i m,
Mix iiiiinhi'i's ciitict's, un aiirii

Ainsi imc.on', un rnnrlura .!.. Ihmrrmr I V t

,

l)r | a r( ,,- MI ,,|,. .|, .Vm,,,,
rtllilt 'v an

tlnvnloppninuiil <(. la
|M.iM,; lt ir, , M ,iirtv ,!',. |.in..inr

sultsisl dans | (
.

,., IS M,<>mu MM rr |,i h ,m .
,.M | ; ,

.

,| (
.

,| rux (|1UIM'

i|ii..s sm-nnt -lil.-s Wm (V, I',,,,,. ;,

" ""'' i.tm snra null,-, ,( ,>nrnr, |- tm , (I(
.

|. (||Ilni( |

ii|1>ii|||(i
,,,,.

l>lu.l sera hmiUU)>r^ n,s ilnlhiiiimiN. I;, .,;,.(.,- K1 , )tll Hrn|u (

-

.^'
"-"'>^

l

a^IMS' l 'MlH/-
1J) ((

,

l | MH(Sii^lH
(H) nil flux niAmiiofi rHM ,Hii| ,M .h-vi.M.I ,n,l ,,.i N^ahf,



SI H I.I'.S Ml AVMTKS li l

:

',(t M iVl
1

II I (. II KS. Iftl

n( hi i|iianlil<' H(''inin''1rii|iir '',..'
ll(! sor:i unliv clinsn qnr rinvrrso ih> /

I'aiT.ilUinml, r,"
1

srrii rinvi'i'sc ilr /"', r| I'mi ;iur;i

,.
:,

, ,.
,

Sllivaill rn:i!l}',(' afiujitr |iniir |i':i
i|

Ililll! ill's 111
J^'liriqilt'S, Mill'

i|lliinl|[r

I iiiiitlqurl'dis rlrr ri'iirrsciitrr |i;ii'
iinr smiln h'llri 1

.

I'nili' Inn
i|ii;inlilt"i ^riuni't ritjllt". cuitilni' pniir Irs

i|ii;mlili''S nl^r-

liriiiiii'M,
l.t NMiislrarliun, |;i il i vi-iinii, IVxtnn'linti drs r;ii'iin>s nr srt'diil

iiutrr rliiutr ijur It
1
'.

n|irT;i(inir. i n\ t'lNr^ ilr I'uild jljun, dr l;t nillll iplira-

liuii. ilr l'i'li'\ iilHHi iiii\
|HM.v.;iiirr!i. I'nr siiilr, It's n'-siilluls ilti ri's

tipri'uliniis
invi'i' 1

.!"., (ili'^i^iir . >,uii', h':t minis ilc ililKTrnrt's, ilr quo-

liriils, tie nir in i"'. MI* Ifnu vr run t

i'<iiii|ilrlriiiriil ilciiiiis, Ainsi. i'ii

ha <lt//tr<
Hi-, riiliv fti'iiv

qiiaiilih'.'i ^riiini'l riqiir-i
srra rr qu'il I'aill

a
j

ii lit ft
1

ii hi .cfii iiilc pniir nhlritn 1 hi
|irrmii''i'r ;

I,c iftit'fiftit
iCiiu I-

ipiaiiltlc I'cniiirlf iijiir par inn 1 a n I rr sera |r Tad (Mir

i)in, iniiiliplif par ht iiTuii.li', i

I'pt'niliiil
la

pri'inii''ir ;

l.a i't< un' ti"'" il'iini' qiiatililr ^I'niiH'i t

i<|
in-, /< Haul un tiniiihrc rnliri'

q ilr 1 1' 1 1 MI I u i', ''i-ra un lai'tnn ilonl la "' puiSHanrr rrpruiliiira la

ijtianlih'
iltinl il -.'.i;'lt.

t)t* I't-s ilrlinilinti -. mi ili'iliiiia iiiiiin'tli;t|t
l iin'li( li'S pi'npnsilinns sui

TIIMHU MI I. rtt> \"ti\ti'tn'r

11, r>nn- I/HM/T ftnr
tint

1

(jttttiilth
1

!>t
:

nnit'-it'n/ni\
il xnjjit

ninl a 1'ai.lt- i|is ttui;iihtn- ii^itrt'-x piair hs quintlilrs al^rhr

Aiiisi hi iliHtTiMirn ih'i ilm\ -i



desisnee par la notation
O 1

et le rapport ou quotient qu'on oblient en divisant la premiere pur la

seconde, sera exnrime par la notation

Lorsque, dans une somme ou difference de quantites geometriques,

quelques-unes s'evanoniront, on pourra se dispcnsc'i
1 de les ecrire.

Done, la somme et la difference ties quantites guom6Lriques o et
//,

pourronl etre rcpresentees simplemcnt par +/,, et
//,;

(it Ton aura,

eu egard au theoremc I,

Si, dans la derniftre des deux Commies precodenles, on pose p = o,

elle donnera

Soit niainfenant
p n la racine nttmr de r

lt
\ liquation

(0 P&='>

donnera

et, par suite (uoi'rle I),

(
2

) p"=7', IiT =
/J -(- 2/t'TTj

idesignantune quantite entiere, positive, nulle ou negative; puis on

en conclura

/3\ ,^ p a/i7T

En vertn de la seconde des formules (3), Tangle polaire
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a iMrc mi Icniii'
[|iir|rnnipif dr la prnj^nissinii aril limr.l

it|iin
d

la I'iiison srrait I'un drs Irnnrs rlanl . II en I'csnllr iin'mir
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Tail crniliT nil drrntjhv Ir rappurl

'

d'lliH 1 nil dr
plnsicill'S

iinih"', par ('nii--ri|iiriil , |ni".i|ii'nii Tail rrnitn 1 mi drtTitilrr. /' dr // nn

d'nu mnlliplr dr n
,

il MI Hint, pnnr nlilmu Irsdivrrsr.s vah'nrs tin will 1

rxpiTvvinn, dr pi'riidri
1 >,in'.'i'ssivrnirnt puiir / h"> ilivrrs Irnnrs dr la

Si
/

^r mini! ;i /i-m, rl /
:

,\ rtinilr, mi aura '.iinplniitHiE

I
:

I I ,
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i
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fit, par consequent,

il est clairqiielrsiliviM'ses riicinr.sdti I'linilo poui'mnUUru roprriscnlitas

rion swileinnnt par los divers tnnns de la siiilc (H), inais (MHiin-ft, si //

usl impair, par los termes do In suilo

et, si utii pair, par ka lennesdo lasuiln

Si, par nseinplo, on aUribiH! siKJCcssiviiiimnl. ii n li's vulcurs

. .

:

t, /i, r>

on Irouvtiru pour rtmint's twrrh'is do I'MnilV' los diMix ipiantilrs

pour iwwms wilw/urx (\<s runilii, la smile quanliUi

duux (uaiHilrs e

iMix(|Maia

c.t lus dnnx (jiumiiUis ^r

H6es outre ollus par la furmule

i .ii-"-i5 ,

etc.

Si, dans I'nxpr^sion (5), on puaniU^o, cottftoxpresMion, r6duilo a
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soil, <lr plus, h IP I Inlr ilr In riHi-.lanlr A, rl riiiirrvnih>
t|iii> |

module /' ih' : vininr it crnilri 1 iinli'liiiitiirnl ; mi WITH dt-rrnilr

iiiiJnliiiiiiu'iil Irs moduli's ilr ..',..' rl, par Miilr. I
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ViiliMti'Jt dc /', In mini uli 1 ilr n i

|ntl\
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iiii M- mluira,

c, viilinir



Slili M-;s QrANTITKS (I V,i)\] KTH I r ES . ISO

>oient tip ce quotient, ct dl. c la lirnitc dont il
s'agit. On aura uon scu-

o me nt

as encore

et pour tks valours dt-eroissantcs do p, ('argument \\-\-mm de A/

convorgera vers la liuiilo ':?H-//iro. Cola pos6, numinous A ct 11 Ics

ox.|i-cinites de deux rayons vocleurs qui, partant du polo 0, soiont

I'tipresentfis i;n grandc.ur ct en direction par Ics ileux quantit6s geome-

-La longueur AIJ, rcpresftnleu geomclnquumout par A/, ot numuriquc-
niont pur lo modulo tic'", se mnsurera dans uno direction qui form era
I "angle jp+ wni fivec I'axe polairc. Si, (raillcurs, on fait croilro lo

module
p
a parlir de /ero, lo point II, d'ahord applique siir Ic point A,

<locrira unarc dont la droifo All sura la cordoj ct la tangcnle inonco li

cot arc par lo point A formcra, avco I'axc polairo, un angle egal non

plus a la soininu p -\- /npi, mais a sa limite ?JC+/tn. Or, cvidcinmcnt,
la distance OH sera plus [tetite quo la distance OA, si lo point li csl

i \\ Lorioiir a la ciroonfcrcnco do oorclo docrile du pole commo conlro

sivefl lo rayon OA; ct I'ou pout ajontor que cctto disrniore condition

sora ooi'tainouiont rcmplio, pour do Iros nclilcs valours du module
p,

si In tiingonte menoc par lo point A a Tare AB formn un angle obtus

avoc Ic prolongcmout du rayon OA, ou, en d'aulrcs tcrmes, si 1'anglo

polairc II, diHormino par la fornuile

olIVc uu cosinus iscgatif; co qui aura lion, par oxcmple, si Toiuitl TI.

.Mais, aprcs avoir choisi arhil.rairemcnt pour II un angle dont lo

cosinus soil ncgatif, on pourra to
uj ours satisfairc 11 I'oquation (3), en

atti'ibuant a m uno valour convonablc, puisquo, pour y parvenir, il

sufdra de prcndro
. , , H-hP-if
(/, ) w ----
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Done, en definitive, si le modulo /{ do/, correspondant a unc valeur

finie de la variable z, n'csl pas nul, on poiirra modifior cette valeur do

maniore ii faira deer-nitre Ic modulo //. En consequence, la plus polilo

valeur quc pourra prendre le module /{ ne pourra dificror de /.ero.

Mais quand /f s'cvaiiouira, la valour do 3, d'apros ce qiii a el.6 clil plus

haul, rlfivra roster finie, el, puisqu'unc Lellc valoui'voi'ifiera ro

on potirra cnoncer la proposition suivanle :

TiiKOiifciiK 1. Soicn.l ^ HIM (jiidiitiic ge.omc.liique. wirwhlc.) ct / nnc

function enliere dc, js. On ponira lotijourx xftlisffrira., par line, oupluMwirs

valeunt finies de 5, a I'equation

(5) / = o.

line ralcur finie do. z, qui verifie l'6qualion.(r>), slcoqu'on nnrnmo

uno raciru' do uetl oqnation. Soit z' line tftllo racine, la i'onction '/,

s'ftvanouirii fivec la (liffei'pnce s z' \ ot si lo degre n de eelte Fonclioii

surpassc 1'nnitc, clle sera lo produil do 5 s' par uno anlro fonction

eniiere qui dcvra s'evanouii 1

a son lour pour uno nouvolle valeur s"

de 3, el sera, en oonsfiquence, divisible par s z". Kn continuant

ainsi, on linira par olablir la proposition suivanle :

TIIKOFIKMF, II. Soit z line (jiittnUte geomL'trti/iic vfiriuh/r, ct

'/=ifl~\~llZ + CZ~+ ... + S"~l + /( 5

une fonction enliere de z (in dc.gw n. L'Aquation

7, H

admetlra n mcincs; el si Von nomme

ces mdmcs mcines, on aura idenliquemcnt, quel (jue-
soil z,

(6) Z= fi(z-z') (s
- z

1

'}. . .(s
-

=""),

en forte que la fonction z sera le prodait de la constanle h par lex
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II i;sl lion d'olisrrvrr ijiir, dans |c ras on
rr>i|n:iLinii ( ;*> ) sr vrrilie,

If Irrmr A;:" dr la Touchou ;; rquivaiil a hi somiiir dr Ions Irs aulrrs,

prisr,
r.u sif^nr ronlrairr. Dour nines It; module. \\r" dn r.r Iri'iniMloil

rlrr rj<al on inl'ri'irur ;i la Moniinr drs modules dr Ions Ins niilnts; rl si

Ton nonniH 1

li, r
s^', It Irs niodnlr.s drs rnrl'liiMrnls />, c "

/y,

on doil avoir

(-J)
II

Or, rrllc ilrrnirrc ritntliiion jicul s'ri'rirr riiiiMrti' il j

D'jiillciirs, Ir
pri'iiiirr itirniltrr dr la runnuli'i S

) varii-, IMI ilrcniissiinl,

par di^rrs iusriisiltli 1

'., rl
|iiisnr

dr hi liinilc :/,. ;i l;i iiniili> -h, landis

HUi
1

/' rl'nil rl \iirif par ili'^n-* insni wilt Irs en piissinl dr /rro ,

!
i rinlini.

Done ci'.
priMiiii'i' nn'iuhrr ti'rvanouini pour iinr, ccrliiiiic valour dr /

el, si i'nn iHiitiini' I hi rai'iiii' pnsilivi' miKjtii' dc. l'n| nation (<)), la rmidi

linn ( ^t on (H) donnri'it i' - I. (>n pun! doin- riiimror la proposition

1 iiroiu.Mi. III. l.i\ nit
s

iH<\\ i-/n>\,\ t'lu/it nlnn\t\\
tftti'

i/<t/i\ !' llii'n

ri'tnr II, v/mvntu' ifr\ /v/c///r\ ih- /'(''tfntilinH in'nfui^r nf/rini nn tnmlutt'

in/i'i'tritr i'i (u i-tit'iru' jm\tit\f nnitfiif 1/1-
I'S't/itiitinn mt.n'liiiiri' tjii\>n

nhtH'nt
/tH'M/tt'nti ;>7i//V/iv. tltitn In /in/iMir, r

//////' ti'rnn 1

/mr MHI

,
t<fi

it/feuttiitt tin \ii;/if !' ti-nnr
1(111 irriftT/ttr In pfu\

it-, *7 i>at.\ /f\ milt*'\ tin \ifu'
} ,

(Itui!* la fonrliuii riilirn* ?, tnus Ins loniits.s s'evii

(Irs Irrninh c\ln'*nirs */ rl As", lit IWmnln (">), riHlniUi i'i
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tiissii an mndiil'i smisililomrnl plus pr.lif tin la I'midion /. D'aillours,

si, do r.cs ilruv valours do ;:, la promiorr nY.sl pas nullo, on ponri'a

ooiisidoroi
1

la so.onmlo ('.niiiint 1

coiiipnsr.o do do.ux purlins ilonL I'mio

srrail prorinoiiHiiil
l.i prrmirrr vali'ur tic j, a laqucllc s'ajniiloraif. unr

vali'.ui' pai'lii'.iiiiri'i
1 iTinir viifinhln iiouvt'lln

(|iii
anrail coiiiinoiini'! par

rlrr iiullr. Dnnr. on ptMiI ailinrllri' roniiin' tnrlhtiilc. ilc I'lisiilnlion (.mil

prnrrili'i ijui pcrincl il'assi},;iH'r it nitr variiililn ;;

r.ninpriso ilann UUP.

runi'.liiiii iMilirrn /, unn valnur ii liKpirllr rnri'i'spttndr tin modulo /Mln /

siMisililniiiciil, iiilV-rictii' an inndulr du Inri nnslaitl f/, (|u'on nhlicnl

on ptisunl, dans t-Hhi riinr.liiiii, :r n,

(Irlii pnsr, rniii'i'vniis
i|iit',

la vali'iir i;riin'ah' ilc / rlanl domino par

lYqiiiiliuii *
"

i
"n iMinsidrn 1 iTalini'd li- {-as nt'i \\< I'.nH'fir.ii'iit h do z

dillV'i'i'. dr. /.r ru. Si la varialilr a passi- iriiiic vnlrur iiullr a nno valtutr

ti'rs pi'U dillV'i'i'iilr d<> /I'TU, la rnnrtiun / passora dr la valc.ur <t a unit

valour pou dill'oronlo dr tt, rl roprosrulrr apprnxintalivi'iiinill par l(!

hiiiuinr

Si, d'ailirnrs, lo intiduh 1 dr n I-M it-i-s prlil rohilivoiuoiil an niudnlr

dn /;, rrtpiatiun (t) nllVira, pour I'linliiiairo, itnr rarino Iros
riip-

pl'iir-lior
do /.om, o| crllc rsioiiio siM'.nnlnndra srnsihlrnirnl nvoc r.ollf.

do I'lMiiialinii liiniiinr

mi, co
i[iii

roviriit an niomr, uvi'c laijiiaulilr ^rMiniolritiiin (',.>
dotor-

uiiiioo par la Ini nmlr

I'D

Oil pniirra dnnr alurs prcndn
1 nnlinaunnrnl la (jiianlilr p u pour

twktir
tiffin-tH'lu

1

!
1 dr I'mio do-* rurini'S do

I'l'ipialitni (i 1, ol r.'osl &\\ c.dtu

iplo, oonsisto la /r/AA* tf'^ii/n'iu'inmH'tni
/i/ii''nur on m'wlunit'nni'.

Toulol'itis, la valour;,,, jiilrihmV la vtiriahlo 3 no. pniu'ra (Uro admisii

commo valour
apprni'lit''!' d'uuo rarino i|ii';nilaii( tpi'ollo rouniiia un

inndulo /( do / iitlrrionr :ni modulo ilo n.

(Y.'l/fir, ,/,- I
.

, |J, ! \|\. l'.\



Si, (>n posanl

on obliwU n moduli! ile / siipi'vieiir
;.....imlulc di* n. on |murr,i

sulisliluor ii la valour preoedrnle de s inn 1 auln- vulenr dr l;i 1'oriin'

/'iHant inieriiuii' ;i
p,

it! (loiiviunililiunciil clinisi, l-'JI'i-dn r ..... nl, soicnl

a, k ..... ::. It

leu modulus dos cool'lirionls

f/, A, c, ,
. , , .v, /i .

Lo modulo iln

a i !>;,

i|iii
.so I'i'.diiisail ii

it 1 1 'i i

loi'stju'on [ironail ^ o, M (Irvirndi
1

;!

(7) 11 I)/
1

ii.

lors(]u'on positra .; ;

/,., ; alors nussi lr nniihilr dr hi >,itiiiini'

rs' I . . , I ,','"
'

. A ,:"

sura, (in vnrlu dit tlu'Mirrini 1
II dn para^raphr II, I'^nl "'i inlVriiuir ii la

(|UiliUi(i! positive
rr' I .. .

i K'
1" '

i In",

ut par Kiiilo In module du poly

'/ n \ l>~ I *:'
l

. , . ! ;,;."
'

i h :."

sera
<i#nl

on inlVirinur ii l:i
<|iian(ilii pnsiiivr

'

I"/' I ('/' *
. , .

I !
I

j |,," (

on, uoqui rtivionl au mismc,, a la ilillerciirt^

( H ) /(! !/ ,. . (./ I,,-
'

i,

Done In modulo II dc, X, sera ini'i^rinur an duh- a de hi nmislaiile //,

si Ton ilelorniine s a I'aidn dn
ri'-qualinn ((i), en assujellissant le,

moduli! /-ii vei'iiier mm seulemt'iil la rondiliun (71, innis einMirc ta
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snivanh! :

D'aillrurs, si I' ..... minim 1

i hi r;tr.inr positive unique. do 1'i'

{in} It *'/' . . -

ii Mil Hi ni, pmir Miilisl'airi' siimiil;iiii''im!ii( aux rondilions (y )i'l(<)), tine

|<>, moduli- / di'virnnr iiilnrit'ur an plus petit dt>s di-nx nomlircs o cl i.

Kn (lonsiMjin'tirc, on prut cnnnrcr la proposition suivanto :

ftttu'tinn rtilii'ir tit- In rnrinhlr 3 .; r
/(

, i't

, <i'utl/<'iit.\, i/iii',
ii\\ ri't'f/ii'it'tifs <i, h ti't'tttnt

fitix nnts
t
on

notnini-
p, (

In r<n:iit<' tic l'i
l

<ittn(it>n

t't V /// /vr(/jf
fni.\tlt\r unti/nt' i/f- i'

I'nttr n'/nlir If ttunlnti' i/f In fiwtinn /. iii/i
lrn'nr nn t/mt/uit' </f son

jiinniiT Ifi'int' *;, i7 \itf/int tit' /urnr ft f.i,
// t/"tiltri/ntfr tin nmt/ulc r

(It
1 3 tint' rtili'tir {nfntt'fiir nn

/I/H.V jirlft
ift',\ ili'n.i' ttinnfnvs

f-,
r.

Nuns uvittis it'i titppunr ijiii
1

, dans hi I'niirtiitn /, li
1
I'oi'l'lii'innl (In 3

in 1 sr rt'diiUiiiii p;is ii y.i'M'o. Mais rn nnM'liiMi'tit d il'iiiilrru I'ln-ni'ir jionr-

raii'iil s'l'-vitinmir. Admt'lloiH n'lh* liypnltit'Si
1

, on, rr
fjiii

rcvii'jiL an

niriin 1

. stippiiMitiis la Tont'lion / ili\(i'nniiin', non phis par l'm|n;i~

(inn (;> ), iimis par inn 1

i-quanoii ill- hi Innim

(u) / .1 f* . -. '...' /ii".



k's riomln'HH /, m, .... /' IWmanl. uric. snili 1 miissanlr. Alurs, silo

modulo do ti olail Irns polil
rrlalivpmnil an mmlulr dr /, on puurrail,

dans uno pn'Miioro approximation, rriluirr pnnr I'dnliiiiiii i

1

ri''i]u;ilii

Da plus, (MI raisoiniiiiil, r,ommn ci-dcssiis, on rl:illir:iil ii la
phii'i- dn

tl](';oi'oni(i I, la proposilion suivaiilr ;

7. ,i |. I',:' \
.',-.'" !..

nnfi fonction cntii'ir, dr la wirinblr s
/',,,

6',v moduli's ties M

d'tiilleurSj ((in
1

/r'.v nnmbirs /, ///, ...,/< ftirnirnt tint
1 xnitr

croissnnte
t

e.t
t/uti }

lex wwf/wii'ntx //,
l> n*i

{

tttn(
(nt.v nnl\, <>n

runt; (uchoniUH ties niaititui dc Chtitilum hitmitir

(l) I
//;-':

i'.t v in ratine {Htsiliw nni<}iu' tin l\

(i3) I) -i!/'"" ' ... lu" '
.

Pour rentlw lc tinidiilc dr la J'wwttnn '/. infi'i'irnr tin nitn/ulr d? son

premier Urine
,

r'/ suffint dc postr (>
; m, t't d'tittrihtu'r tin inndttff r

de s line vtileur inftrie.uw an plus firtif dcx di'ti.r nimihrtx r, , c .

Kn a'appuyaut sur Ins lliooivini's I d II, on poiirni, d'unr vnliuir

nullo dis s, disduii'i! nut! si'M'in il'auli-os valours auxijnrllcs rurrns-

pondronl dos videut's nans uossn di'tiroiHsaiiloH du niiitlulr /f do la

fonotion /. Si <;os vaUiurs il6uroisaanlitH dc /t s'appriH'lionl indclini-
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iiinnl. dr /.I'TII, It's valrurs rurrrspoinlanlrs dr ;; ronvrr^rronl VITS unr

liniilr i|ui
SITU riTlainrmriil unr racim; dr rn|iia(ion ( i). .Mills il prnl

arriviT anssi ijur.
Irs viili-urs dr // MirrrsMvrinrnl ohlrnnrs ilrcrnjssriil

sans s'appn>rlnT indrliiiinn'iil dr /rro. (i'rsl rr nur Ton rrrnnnuilrai

| j I

sans pcim
1 rn rssayunl d'appliipnT Irs llirorrnirs rimm-rs a la rr.snlu

(ion d't'iiualinns
IITM .-umplrs, par rxrnipld d'riinalinns dn second

Mil rll'rl, rniisiih'Tnns Ir ra^ nil, / i-lanl dn srnuid dc^rr I'lin aurail,

(I/,)
/ ./ i /'.-

i .',.-,

Supposons, d'aillrurs, i|iir a, l>, i
1 rlanl Irs itioilulrs dr a t />, <-, on ail

.* a. I' I., .. I-.

I, a valrnr dr / drvirmh'.i

(IT.)
/ n 1.:.

i .'.v;

ill Irs rar.inrs ;,,,, i dr>> rt|iiahuns

Si, d'aillntis,
,'.

r-il
'.ii)iri'irnr'

,i i, ui), i-r
<|ui

rrvirnl an inrinr, si

I'lin a

I iii) ui- i' ii
,

alors, pDiir idilrnii tin uiMihilc di* / inlri n-ur ;m mmlnlr a, il snt'lira,

rn vrrlu dn ihrurrnir I, dr pusrr

(I?)
- '*r.

i|("-i[;n;ml mi iniinlni 1 rnliiT inlV-rirur a I'ltnili', inais
ijiii piuirni

vai'ii'i iirliid'airi'iiii'iil nitn* If - hnnlr n, i
;

rl ruiunir, rn posiiiil

/ '

It

1

?
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Ins valours (low', />' laiil.

.,
'

. i. <l(\ Ml"', It'

ilesUlnir qii'ii
lavalrnr /.IM-O d<> L', mi, rr

|iii
rrvicnl an iiirinc, ii la

valour Oi dc 2 oorrnspnudrii 1111 moduli- ill
1 /, inlV-rirur ;m module a, cl

ropri'srnlr par a'. II
,y

a plus
: r,omim- drs iWiimh-s (

-o ), joi ..... s ii hi

(i(>\ onlirrra

il siil'lira d'appliinnM-
Ir llii'iimnr I a hi vnlnir ;;nir'r;iln ilr /, i|tii

(l(>(,iM'i)iinn noil plus rm[iialion (i'i), mais rri|naliiin Iransloi'iiiri' ( uj)

pour dftmontl'or qun IP. inoiliili? ill
1 / ilr<T.n'lr;i rnrurr si la iiitiivnlli

ViiriaMoC passn dc la valour /rni ;i la valrur

(-) litant (lolnrininn par hi rnrinult 1

() i \'t.

ou, w (|iii
rnvionl, an nininn, si la vnrialilr y passr ilr la vulrur Oi a la

valiiur Ov(i -I-W). ISn nonlinunnl ainsi, i>n n'roniniitra i|uc, pnur

obtcnii' don valnurs lircrnisHiinlrs dn moduli 1 ilr /, il Mil'lil dc prriidrr

pour valours Hiic.ni'.sNivc.s dn "
It's divers li'rrucs tic la snilx

(an) 'i, Or, th(i i (). Orii i
()

i ()'), , .
.

Or In tfM'inn ^I'liiiM'al
dr. nnlln sitiln rouvnf^t

1 vcrs la liimd 1

Or(i i ()
|

()'
i . ..!

'

,,r

'

i.

I
() I

ol comnin, r.n anpposaul rnnplii
1

lit I'.uudilinn fili), mi irnnvn, |nnir

i i h
a :>"= -

I' ::.-- )

'.>. 'A ('

ir i li >

/ : I.
v

-

1
'

'I

n, (Iftnsc.nUn
liyiioiliftso., la liiniKf vdrn lai|iif!lr

Ifi tormo pAniiral do la Bftrin (v.) nn
prill I'ttro IIIH> rar.inn ilc I'

du second dogro
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On arrivnraii aux inrinrs rniitdiisioiis rn lnnn;iiil la srrir drs valrtirs

di'.c.rnissaiilrs dn nindnlr // dr /, (jiii rnrrnspnndrainnl anx valmirs

miiT.i'ssivi's dr la variable ;;, r| I'mi rrr.oiuialtrail iiinsi ipir Ir Irrmr

l^riinral
dn r.rllr imnvrllr srrir, an tirn dr s'apprnrlirr indrfiiiiiiirnl dr

/ri'n, r.nnvrr^i
1 VITS la liuiilr

'/
i i

'/

i
i

< tli' . , ;;

nar cimsriiin'itl vrrs la Innilr. a , , ^nnri'iriirr a , a.
i

'

.,
r i

,

La liniilr vi'rs linpirllr i'niivri'^r In (rrmr [(rnrral dr la srrir (
.-..',)

n'rliinl piH niir i':n-iur dr
rri|iialitin ( >. t I. un pmirrinl rlrr Irnlo dr

rr^anli'i
1

Ir r.aknl dr rrllr limilr rmninr imililr a la r/'snlulidii <lr crllr

rinialinn. Mnii- rrMr Djtiiiinn r.rrail iinr rrrrnr; rar si Tun
dri'.iiiiijinsr

la varialili 1
'> i'ii drn\ parlit", dnnl la pirmirrr suil la limilr Intuvris

oil rn d'aiit rr>; Irrinrs, ^xi I'mi

i

t

\\ Kiil'tira ili 1 'iuliiililiit'i
1

;i la vartiiltlr ;: la nuuvrllH variaMc I,', pnur

rriluii'i' ri'i|iialiiiii (
-

i ) ii I tMjiialini) hi

(LI) i <
'.'

la vnli'iir i\' plant

^, Ii"- deux nirint'H dr ri'ipialiini i y
'|

t nc snnl anlrrs (|iio
Irs

ruriiin.4 tiurriM's* dii rapftni'l

irrulciiiciiI, hi, mi lirn tl'iiiu 1

tM|iiiihnii
tin sirtmd d run's tin

siilrrt' Mm 1

i'i|iKilinii
dc di-^n

4

i|nrlrniH|Mis hi si'i'io dts vitli'iirs di 1

3,

rtiuirnrtHivriimnl diniuilrs di^ rrjilr?* ipir nous uvtms (Mioiit't't 1

^, i'l iMir-

rrs|i(iudiinl It ili'h vali'iiiH tli'rniisstinli's <lti niiidiilii // il /, pnurrn

rnnvi'i'^i'i' vnrs tm' lintilr
ijtii,

iiVlaul p;ts
unr racino dc rrqualion

dnnni'Ms in- Tiis^i 1

|I;IH
t-viituMiii- h iinnhih* //. Mais aim's il sulTira

d'ullrihittT cnUr liiuili* nn af'r.tis-.i'iiMMit rcprt'sdiiUi pnr UHI> nnuviillr

variidili- ^; ptiindu iiilinhhtrr 'I
;t a, jmur nlitrnir. ii l;i plai't-d^ I'iMjiia-



Lion donnee, mm rqnalion d'ansl'iinni'i', dr laqurlli' mi pmirra drdiiirr,

par ('application dcs nirnicn relics, unr nniivrllr M'TIT dr valnirs ilc
"

t

el. par nniseqiieiil unc mmvellr srrir ilr valrur> ilr ;:, mnr.spiiiidiiiil

n di! noiivcllesvalriirs drrroissanlrs du nindnlr //.

Kn eoiilinuanl dc la surlr, r'csl-ii-ilirr en drihii'.nnl, s'il ,^| mVrs-

saini, drs rifles rnoncrrs plusirnrs srrirs dr valrun; ilr ;;, rii drier-

niJnanl d'aillrnrs avrr, unc apprnxinialinn siiflisantr Ir:, litnili-s vcrs

losqucJIcs r.oiivi'l'^i'lil his Icnnrs {^''iirraiiv ilr rt 1
--. st'-rir:,, rl rn Irans-

I'nrnianl. rrqualioii donnrc par riiilnidtii'limi dr MiriaMc-. nuiivrllrs

qui, jijonl.(\(is
;i crs liinilcs, n'prnduisriif la variahlr ,;, ti pnnrm noii

smilr.mtMil diniiniirr sans rcssr, niais rnrorr rap|irHr|n<r mdrl

ill) /.i! I'D In module //; par cnnsriiuriil, on limra par rrMiudrr l'i
i i i

dninir,<! avrc, unr approximation aus'ii {^ramlc <|iir I'un vuinlra. II v a

plliH : (Hdlc mclhiidr dr rcsidiilinn
j

| rnmrr '.rrvir ;i dr (rrr

I r,XtSlc,ll(',(ulcs racinrs.
Loi'siiu'iin vrul rcinplii\rr a rr| usa;;r. il u'rsl

pas ilhsolumriil nrr.cssairr dr rnnsiiliM-rr Ics rqiiadum, ;uixili:iirrs ( '!)

l(ro), on
(i '.)('!. (i'f); ilsiiflil d'M|.M)rvrr qur I'mi salislail an\ n.n-

iliLions rcipiisrH, par rxiunplr au\ coiidilion-. (-i rl (i,). ,-n alirihnanl

an moduli', v dc c unc yalrur inliniiiiMiil prlilr ; rl I'nn sr inmvr ainsi

1
"
UI1(1' I "'! Jll > Ilieornnir I du

para^raplic IV, par nnr .l.-inniislralimi
<|iii

osl, prcciscmcnl ml In quVn a ilnnm'r ,M. Ai^and dan, un arlirlc
<|iic

ronforinn k volume, IV dcs Annnks dr ,\i. t;,.,.
Ht ,,

, p ; , Kl
. s ,-jf, ,-|

suivaiilesC). <!'*!! encore a r.cllr drnioiislnitinn
ipir

-;r r-'dnil rrllc

qne, M. l.i^endrn a proposer pour lit mrinr lli.'nn'-tnr dans la srrmide
<lil-'ii ^ I" ntnrie tin nnntlws, D'ailleui-i M, l.e^'iidrn nl.srrve

( l" 1(in *li"iiiiil. eniHimielleincnl Ic iiMnlule d'unr Initrlinn rnfirrr par

dosop^ralioiissomhlnldes, irpricrs couvenal.leinenl, un parvicndra,
n

definitive, a unc, valour de cc module aus.i prtim qu.- 1'nn vnu.lra ;

il prAsouLn, en
e.onsequenrr, cc .lrrroissrmr fl l K r.-iditrl rnnimr

^ mimwinl '>"

M (H ,
vr(IKll( t|ll

, r|i
. u.

/( gur wiit ||j(fM)((i )/(< >ft

'"'^^-''^''-^''-^ i.,., i,, ** ^ ,

r;,,,,-,,,, ,. H| ,., ;, ,., HMJ|1
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mrlliodc di' rrsnlnlinn |inur Irs
rijiial inns nlm''lirii|iirs, rl sili'lout

pniprr a I'mii'iiir niir prciiiirri' valriir appror.lu'M
1 d'niii' rar.inr

* I II

il'iinu It'"" r<jiialinii.
,M;iis |<> innyrii (

|u'il pmposn pour ronduirr. lit

ralrulalnur ;i '''' Itnl laissr Itraiirnnp 11 ilrsirrr, rl ronsislr. .

J

i fairr

ili'<r,roilrr Ir module ilc hi i'oiicljnn cnlin'r /, en ;il Iriluianl, ii hi

variiiltli' '- uiic viilciir r^nlr ;ui
priiiliiil d'un nii'l'licii'iil in'is pclil, pur

In riiriiH' ilr
I'i''i|iialinii ( 'M, <MI pur line rarinr. ill*

!'i'M|ii;iliiiii (r.O. l)u

rcsh 1

, il n't'Xpliqiii' pas I'niiiinriil mi ilnit
s'y prrmlrtf pour nhlrnil' 111!

niH'lir.ii'iit il'iinr pi'lilr^sr Iclli 1

, qiii
1 Ir ninilulr / drr.rnisst! rll'r.r.livr-

iiH'nl, t'l in 1

piirlr pas i\c rt''(|ualion (m) nu (i,
1

!), qui prnnnl ih 1

n'-pundri
1 a cclli'

i|iu'sliiiii. Ajimldtis i|iu
i

, nn''inr. rn nyunl r^anl ii

[V><|ualion (
MI ) nil ( i 5 ), ct en suivanl la nirllinilr ri -ilcssus Irarrc, nti

|irul
r-lrr ovpnsr ii 1111 (['avail lini){ rl prnihld, si 1'nn n'a pas snin ilc,

rlmisir runviMialili'iiii'iiI Irs i|iianlilrs ijitt*
la im'-llitiili 1 laissc. inilottM'-

niiiHii'H; par n\rniplt' t Ic noinlirt 1

ilrsi^nr par dans la f'onmilo f iH
).

Sii|i|Mtsniis, [Miiir
Mxrr |cs iilt-iv.,

i|iii' rripialinii (.','() si 1
, rriluiso ii lii

suiva
H.

Alors, h rannnrl nu i I'lanl rrihiil ii I'millr, Ir /i"""" IrrniR ilo la
i i

,.

srrir |
--.

1 Mi'i'U

i H" '

rl r.nnvrr^t't'a, pniir ilr i valrnr:* rrni-isaiitrs tie /', vrrs la liniitr iMais

il s'apprnrlicra Irrs ItMiliMiirnl ilc rrldt liiutlr, si I'nn atli'ihuo an

nmnhi'r HUP vatrnr pcu diUVrrtiln di* /I'TII, a latjiirllo rorniMpninIra

unr vatrnr dr H pen diM'rrHilr dr rnnilr. Dunr. aim'* on iluvra [H'(-

loiim'i
1

I'nrl Inin la Hi'-rir 1',','i, avanl d'ohlrnir un trrino srnsihliMtKsnt

iif^al
ii f.t-llr limitr; H I'mi pt'iil ajmili'r qnr Irs vidtMirs dr, H, IUHTUS-

pondiinlcs anx valmrs Htirri'-isivcs ili^ ;*, dri-i'iiilrmit tn>,s lonlointMil. A

la vrrilr, ilans Ir ru*i |iirsifiil,
nn prnl drUM'iiiimu' dirrnlommit la liniilo

rhrn-hrr. Mais il uVii sera phis dr mrnii! quand rr.ijualion
doniH'in

HiM'ii d'un di'Krr suprriiMU' an Hi'rmid ; ct (^('uirraloinrnt lit oaliuil dns

lyrni'Mi ,/.- r ^ n, i \i\ ;ili
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valours snr.rr.ssivi'S dr -~ drvirmlr:i prnililr, M Ir mmtiilr // drrruil Irrs

liMifiMiie.nl Illlldis i|iiu
I'nn passr il'nnr v;ilrur dr ;; ;i l;t Miivanlr ; rr

i|iii oblij-cra In nalc.iilali'iir d'cHri'lun 1

inn- liin;;iic smlr d'nprralions

avail).
(|
in 1

, rn module ilin'ininc srnsililtMiiriit mil.

On (ivil^ra IMIS iiir.imvniirnls, mi, ilu niuiiis. mi |r<. ;il Imih'i ,i unl;i-

hldliKMil si, nil
n[>|ili(|li;inl

ii linn I'lHirlinn i-nlirrr / Ir llirni'i'ini 1

I

on II, on ullnbiir ;'i la varialtlc .: iin nnnlulr /-iini, -.;ni'. ilrpnnsrr l;i

plus j)(ilil(>
dcs liniilns indiijiiri'S

-. i'l i

1

, |';i'.-vc di'iTujIn', ;nil;nil nu'il

snra possihlc, \v. inoiluli^ iln /. O'liillnirs, |ru-:.i|in'
Ir rocllicicnl ilr ;;

dans / oliinl dill'iTi'nl dc/ri'ii, on ;illrilnu' ii la v;m;ilih- .:, aver 1'ai'^u-

llHMil. tn, mi liioilnlt! r^'jil rl inlV'riiMii' all pills prlit ilr-i noinhrrs .,, r. li-

moduli; do / IK; dnpassi
1

pas la sniiiinr (
S i, 'i.ivuir ;

(Irml la vali'iir initiinniin, iurrrirnrr it a, rurrr;.pniid ii hi valrur

maximum tin produil

Mnlin, In prodnil (?.'), dunt Irs dru\ I'-iflriir-i !/rv:iiitniissi'iil, Ir

prnniior (jiiiind mi pnsr / n, Ir ii-rnnd i|iiand nti ptisr / i, aura

\w\iv nnivitnutn line, valnur pnsilivr rurn'^pninlaiilr ft iinr viilrun dr v,

qni vi'n'iliiu-a la I'.midilinii

SI'!, Ea (|iianlil.n \, inlnrii'tini ii v, snr;i la valrnr dr / ft hi<[indlr

nin'i-espondra la valiun- nnnimnm dr la MHIIIIHM H i, i|iir |r Inli- dr /

nodfi|>asrti!ra poinl si I'nnn/-'
;;..

On sc In-nvrra diuir iialnndlrinrnl

c-onduil ii sitlislilnnr, tlttns h Hiron-mr |, ^ j t (

-

;
mi pniirra iniMnn

rftduirn In moduli? ;-dr :: ii rnllr dis deux
.jtiaiilitrs ,%

i
<|ui

iutirnira Ir

pluspdi! module, dn/; rl I'm, td.lirndm ainsi, pmiria n^nliiijun dns

ftqualions al Knlriqups, la mrMmdr nouvrllr rl lrr
.siinpl.' (iii

IVra

rnbjetdn 1'arLinlr snivanl.



METIIODE NOUVELLE

RESOLUTION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES

Soit toujours

(l) Z~ Cl-\-bl ~\-t!Z*--

line fonction cnlierc fie In variable

Conime on 1'a oxpliquo dans IeMemoireprec6denl, on pourraresoudre

line equation alg6brique quclconquo a Paide de tout precede qui four-

nira pour la variable s une valour a laquollo correspondra un module /?

do la fonction /, sonsiblement inlerieur au module a du premier

tcrino a,

Cola pose, consid6rons d'abord le cas ou, la valeur de Z etanf.

donn6e par Pequation (i), lo coefHoient b de z diffdre de zero. Alors

une metbode de resolution tres simple pourra 6videmmeut se deduire

du thAoreme quo nous allons enoncer.

ftMF 1, Soiant

une fonction antiere de la variable s =
//

ct

a, I), c, . . .
, g, h,

tes modules cles coefficients

a, by c, ..., ff,
ft.
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is d'aillfiit's yiu',
A'.v wn\f/h'it'rils /, /' n '/'

p,.,
In ravt'tu' r/i' /'i'l/uatto/i

/>iri<n>n'

di'\'ii'nt tin maximum, "//, (V
i/tii

n'\'it'n( mi ttn
:

tnt', In nirnn-
jni\iti\r

unique. <//' rtifitnti'on

(/i) I) -n'/' . , , i 'i t )\;i
" " li '

:t ' ".

/'(>///' iv.ntlrc If moduli' tit' In function 7. in/irirnr <itt nimlnl,' tlr MHI

pirmiir tmnc a, il xnf/ini tic i-hinin' re nnnlnfr II n In
j>/u\ fii'titi-

fi'\

f/etl;V valcnn it'nti ultlicnf iitand on m,u' .\nrrr\M\rtiifnt

IMnwnslnitwn,
l.orsijin

1

, I'lii'mimi'iil ilc ;; n.mi t ^ ; i| ii 1,1. Ic

modulo do 3 est r^nl ou iiilV'i'itMir ii

(

.
, In nnnlnlr iln hiiinmr //

I A,; si'

rmluil. it la din'i

par ('()iisi'i(|lionf h
In niniliilc itn / nr sitrpassn |IIIM

la

(') ii I'/' I nr 1
I , . , | |jr

'

, IK",

D'uulropiirl, Ii!
jmiiliiil (3), i|iii

rrnilni en |iiiss;int d'unr vali-nr niilli-

ii RU viilnur inaxiiiiiiin, liuidis
<\\n\

r iTidlru ditptiiM /rni
jiisijii'it i, sum

Imijnui's posilir dans c.cl iiilorvidh 1

. llnur, pnur /- mi
,
mi ;uirii

(fi)

Or il rosiillo iinui(')ilia((!iiiiiiil dn w.\it\ dornirrr rnrinnlc
ijui

1

, si Ton

rmluil Ininmluliu' an plus |ii>lil
dtiH deux nnmliiTK

;.. t.ln smiiitii' t

;

>,),

nt a plus Ibi'lo raisnn In modulo /{ dn /, nfl'm-mii di>s vnltMirs itilV*-

riouros au moduEn a. Dour, In plus pctil dcs nindtilcH di- /, r(imiH|nn-
daiK aiix valours

p,.M r-
(it do 3, snni ci-rtaincini'iii intrrirur au

module a.
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(hint/fain'. II t<sl lnm il'olisrrvrr (pie, si I'tm r.onsidmi Ir prn-

'll ('0 t'iniiiiH' Innt'linn di* /, rr
proilnil , qui ci'dil Imijnui'S avr.r /

(|ii;iinl
mi fail varii-r / rulrr Irs liniilcs o, , , oll'rira dans rrl inliM'Viillr

UUP ilorivrr luiijnnrs pnsilivr. Dinir, pmir / t, mi aitrit loiijours

Or, rn vrrtn dr rrllr lirniirrr hiniiulr, IJIM rnlraiiir. rviilrwinriil avrr.

rllr la riinililinn (<i>, !< nmihilf a snrpassrra la suinnir (
fi ) il'iinr

qualilili
1

stiprrn'im' an noinlin' / ilflrnninr par !a lui'iiinlr

Diilii', par sind', li- innilnlr tt tic / >li<virii<lrii inlVrirnr ii la tiillri'i'iicr

11 (X, HI I'mi
pii'ii

1
.. r., rn pn-iiaiil pnur r Ic plus prlil ilrs iliMix

liiiinlirrrt :.,, i
; rl, ii pln*> t<ulr r;tt L>nn, M I'un rniuil !r mtnhtli 1

// ii la

pllfi prlilr ilt'H t!r-it\ \airiir-*
'jn'il anjiiiiTl i|iiiiinl

nil pnsr sut-i'rssivc-

iiii'iit ;i ;;,,, ,: *,,,

AjiHilnn*. i|iii'
li

1 ii'itiihir- ,* nr >.'t'\ant)itira jainais, si rr it'rst tlans Ir

rus parlifulii'i' nn, II-M t-ni'l'lii'ii'nl^ r. . .,, ^, // s'rvanniiissiuil, Inns

Hiiiiiiltiuii'iiH'iiI, It* pitlyiHHiH' / MI- linivt'fail rnluit au hinnuin (/ i hz.

D'tiillrurh, ilitip- ni fin* parlii'iiliri', IVi|ii;Hiun al^rhi'inun / n sr

rt'tltiiniil
|ii'i*risi*iiitiiil

ii rri|iiiilntii liinnmr ** f /' ~ u. itttnt lit I'ai'inr

iii.iiiid'ti.iul h' i .1-1 nil tlaiH la Initi'liiHi /, lt< rnH'

lic.it'iil tie 2 h'i'v;iiiMiiir;til ; "U, n-
ijiii

rcvitMil an mr-nir, siippnsnits ll

I'iMiiUiitii ih'h'i'iitnir.-, nun
jiltit pur la i'unnutr t \ ), niuis pur utir

rt|iia

linii iln !a rnur
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Aim's, au lh6omin! I,
on pnurni siihstilun 1

In |m>|Hisiijnu sniv

TiiKOiifcMK II. Sofrnt

i
/: <t [

/'-' I
<,:'" ...-./I ..",

Supposons d'nilli'iti'x
</tii'

Irs intnihirs /, m, .,.,// J'unn?nt nnr

croissant?
t
ft

f////',
l?s Mwfjieifiits </, A, ti't

l

liinl {nn tiulx, on nonim? O

/V/w; (ftn'tcofiifui
1

</i'x i'tiritn'\ ilr rh/

Kn/'iti, x<rit *. In vtilaitr d? r, jinur Iniftu'/l? If
i>t'<n/ntl

tlevif.nl> nn niiix.iinuni, mi, re
t/ni

nvi?ni un nit'inr, In nii-inc

<{< r

I'tiur rt'tulw I? iittxlttlt' tli- In fn/ictftm / tnfi
l

rit'iir tin imnJuft 1 df sun jw-
ndcr tt'1'nn' ti

t
il siiffim d? irduiir ir iimdnl? <'i In

////. /i/7/Vc
//c,v tt?u,r

Milrurs c///V/ ohtiwil tjtmttd on pnx? .vm

-\,\\m\\\(\ t riirgiiiniMiLtln jt'liiiil r^;iliu.i, li- mnilnlr

do^j usL
rtgal

on iiilVM'iiiui' it
p,

l<; nidiliili^ ilu liinuiiii' //
I

Its' sr n'Mluil,

ii la

par i!ona6qu(!nL, If! uiodiiln tin / nr
siii'|>:is,si* |IUH la suninii'



I'oi it i.\ HF.SOU TIO\ IIKS i;ot \THINS vuiKiuuni KS.

|)'aiilr<! parl,
lc prmliL( i i

, ipi! cmilrii rn passanl d'unr vahinr

ii *i valcnr niiixii i, landis i|ur / c.rnitra drpuis /.'TO JUS(|IMI t, sera

I nil jours posilil'dans rrl inlcrv.'illr. Done, pour r nu <" \
, on aura

( I
/I

)

Or, il rcsiilh 1

i cdiiilciiicnl dc relic drniirrr Innimli- qur t
si I'nii

rrihiil lc i lull- /';iu plus prill ilr,sil<>u\ iininlin's r,, ,, In sninnir
( \ ,'i)

i>| ;'i plus I'nrh' niisnn Ir niMiliilr .|r /, nllVtnuil dcs valciirs iiilrriiMirrs

an moduli' a. Dnnr | (
>

j,|
u ^ pclil .l (

. s uiiHluIrs <li> '/. rnrn'spomlanls anx

vali'iirs o lt , i,, ili 1

.:, MTU rci'laiiit'iiii'iil iulrriiMii' au iinxliilr a.

Cnrnlittur. II rsl linn d'utisrrvrr ipir, si Tun ruiisidrrr Ir pni-

ilinl (ii) rnminr unr I'mii-linn dc /-, <:c prndnil, ijiii rnii! loujours

aver / enlrr Irs limilrs n, ,, nllVira dans rrl inlrrvallr nnr drrivrr

:ir^ posilivr, honi'. pour / >, nn aura tnujoiirs

i\n' '

in > i
, . . n It /

IIIIIH
on rn f

IH.) \>i , i

Or, en vci'lu ili- crlli' di-niirrc Miniuili*, uni riilrainr rvidt'iiiinriil nvrr
I

nllt! la rnndlliiiii (
i

i ', li
1 niudulc a -iiirpasscra la soinnic ( i 'I ) il'iiim

i|u;iiilili'* siipi-rirun' au iii>nilMc / di'lrriuint- par la fnnnuli'

four, par suilr, Ir nniduli 1

l{ dc / di'vitunlra iiilV-ririic it hi
<|uanliti''

!l '*
\
M l'"'i p'^ic ;: ;,,, m picnanl pour / Ic plus prill dcs ilmx

noiiilinis r,
t >, ci a plus I'lirh- raihiui si t'tui n-dnil lc. innduli! /( ii hi plus

(M!(t(r ilfs diMix vali'tus ipi'il at'i|iiii-i
I

i(iianil
mi pnsi; siir.i'i'ssivt'iiii'lil

5
f'M. a i rl . AJHiihtiiH ifiut

h- niHiihri 1
:/ in- s'T-vafiouira janinis, si rr

n t'Hl duns It
1 r;ts jiarlii-ulicr nh, Ics I'lirl'liririits r , /( s'rvanouis-
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saiiL Lous siiimllniiomoiil, lo polyimmr / st l Iroim-nul rr.diiii an

hjnnmt! n -\ -hs
1

. D'aillours dans on cas parlinilirr, lYqnafiiin /

so roduirail prooisomonl
ii lY.ipialion

liinnnir */ I
/<.:'' <>. dunl hs

rauiiitts so omifnndiuil avoo los rarinos do d.^iv / du rappui-l ^,

Tiino d'(dloH olant
p,.,.

l^applMialinn
du Ihonromn I on II mix fniirliuiiti rnlirrcs.

i|iii rcpri'i-

sonloiil, los proniiors iniMiiltn'S d'nnr ripialinn al};rlirit|iii' cl dc sos

Irausl'ormoos rtiioo.ossivos, fininiit, |iniir
hi n'snlutiun ilr rrlh 1

rijiia-

lion, mitt molliwle Ot dos Innniilrs prn-isus ipii
m- rrnrrnurnl plus dr

(puiuliios
indolonninros ot arbilrairo:;, aiiiiln;;iii's an iiitinhrr du

Monioiro proooilout. A In vorilr, punr drdiiiri' t'clh 1 inrtliudi' di-s

pi'innipos ox|ins6s dans lo Mniiniro jiroonh'iil,
il luil'fil irallrilnirr au\

iudolonii'mi'M's donl il s'anit drs vulrnrs sprrialcs, rn nrrnant, liar
ji i j I

i A ' \i i i i ; ,

oxoniplo, (J - - itlais oniiiini'. rrs vali'in> sjin-iahvi -.uiii
pi ri'isrinoni

oollos
qili

I'm it. doo.rniln^ plus rapidoinont lit nnnlnlr di' la rnnrtiun

oiiLioi'O donin'io, nil, (111 iiiuins, rrrluius nnmlirt's i|iir
IT nmilulr nr

dqiasso pninli i'llttH siirniil ausni uriirrali'iiicnl rulli-n
<|iii

rcndrunl Irs

approximations pins rupidos.

Siip|iosons, pour lixor Irs idocs, tpii
1 1'uii apjiliipio la nuuvidlr

niiHIindd ii la Formula ( v,T) do la pu^o r;
1

; I '), it'ivil-ii-ilirr a IVipialion

du s

nn sitpposauL tuujniit's

On irouviira

puis, on pronant
;: . i ;.

(it foLsanl, pduraiir^'or, a' a , on tdilinndra iiuiin'-dialciiKint la

triuislonnoo

ilonl Ins deux niiiinns ito'inriilitnl avnc. Ics rariui-
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;;ni \TIO\S AUIKIUIKJI i-;s.

port
-

(
,

() n rclmiivrra dnnr niissi rrijiialinn ('./[) tic In pa<r

ol, M <|lt'il ini|nirlr tit-
ri'mar<iiH'r, mi aura t '.| (

'. r.nndnil ii i',(!|' eqna-

linn, nun plus par In iTchi'i-rlir ilis hi liinih' vers hupinllr convince. IP,

trnno j^nrral il'iini' srrir funiinr aver. dcs vuliMirs sur.nissivrs do la

v:ii'iiill(
l

i'. niais
jiiir

hi ilrlrriniiiiilinn il'iuir sniln Viilnnrilr. r.cllo uinini!

S'il arrival I

<\\\i'
la I'nnrtinii / nll'ril, a la siiilc dc sun nriMiitcr Icrnic f/

|
i

lin mi pliisiriii'h iiiitri'S tcrnii's ilnnl Irs rdi-riir.ifiils I'ussi'iil srnsilili 1 -

incnl mils, on pniirrail, en -.r lii-rviinl du llinin'-tin 1

I mi II pour di'ilrr-

iniiirr mi nnnlnli' dc / inlVirii'iir ii rtdiii dr n t l'ain i alislracjinu di> r-cs

iiHiliiPS Irrnics, sanl' ;i iMinslah-r t-nsnih 1

ijiii
1 Ic inudulr Ironvi'' ilc /,

(jiiand
on a I'jMnl ;ui\ (I'lim-s nmis, n-slc inlVM-ii-nr an inuilnlr dr </.

(Id hi r<'iNiin|tH' pi'i'ini't d'niipiuvfr In iiiinvrllr mrlliiiilr ii la rrsnlnliiui

d'linn r!i|nalinit ninni'rii|iH' ittMtnrr, dun:. IP ras niritin nil 1'appliralioii

ri{j[(iiiriiusi!
ilt's llinirciiHv, | r| [| au\ pn'inict's nii'inhrrs ilr.s Irans-

Inniiri'ti dr rt'lli'
t><|iiali(in IVrail ilrrrniln 1 Iri'H Irnlcnii'iil, nprrs tin

rr l*l n in nnniln'1 1

d'upcralinn^, hv* niniliilrs dr ITS
prrjiiirrs nirinhrcs.

On sail ijiif
I'lin prill iniijnii]'

1, rammer la rcsidnlinn d'unr I'linalinn

al^t'-lifiijtin an fii- ui'i ri-lh-
i'i|na{iiiii ii'idlVr pas clc rai-ini's Bali's.

D'aillcnrs, l(irsi|iii-
a Taidi- di- hi ntuivctlr nii'llnidi 1 mi .sera parvenu ii

viih'iir Iri-N appnirhri' ro d'unc riicini' simple il'mir ripialiui! jil^V-

alurs IMI pnsanl

(iK) - r.

mi IraiiM'iirini'i'ii / i'ii tinr Itiin'linii dr ,' dints la(|indli
i ir lerini 1 rnns-

liuil -u'ra M'li'uhlrini'iil mil, tandis tpn- |<< I'licHii'it'nl ihi 'i. dillen'ra

tiiMisihliMiicnl ill* /.rrn. tjtianl an ntt-riifii'iil dc
'

n

'"
(

il sc rnhiira pn'-rise-

MH'lll illl rnt'i'lificnl dc .. d;in . hi I'-innnm /, ilmir, dans riiyjinlhi'Si
1

ailmisi', mi

rt, I), f, ..., (iilrHigniitit tic iiiinvcanx rtti'l'lirinnlsilunl IP preniiiTunllVira

tat. tn , . -5 .f, i <> n. i \H
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mi module trfts petit, tandis que Ic module do b diflerera sonsiblcmont

tie /oro. Done alors, en vertu du thcoreme 1, il faudra, pour rendre Ic

module de 7, inferieur an module de a, poser

ou, ce qui revieiU au mome,

00
V

ot, par suite, la nouvello valenr approchec do la racinc simple qui dif-

iVu-ail pen de co, sera celle que determine la i'orinule

Ainsi la nouvelle methodc, appliqnde a la resolution d'une equation

algdbriquc qui n'offiv pas de ratines egales, ftnira par coincide,!-, aprh

mi certain nombre. d''operations ,
avec la mtilhode linedirc ou ncwto-
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l,;i iiH'llnnlc i|in>
nniis IIVOMS

iipplii|iu'*it iljms In iMmnnm>
pj'Ar.nlfiil ii

hi rriiliirlinn ilu imnlulc il'nur loin'linM cnliiTO (hi hi yjiriahln 3, nrul,

Hnliir line iiinililii-nliuii
t|u'il

rsi lion <li; ntiiiiiiilns itl quo nous ullons

Ins moduli'.1
* den coi'l'licirohi

Soil, miron 1

hi rar.imi iiun|iir ill* I V<| u;it inn linriiirr

.. ) /.,:

(in Hiirtft ipi'mi ait

"
I/

rt ptismis

'.'
f

, , . , f ;;"

i; ... u:."

On iiurii

(i) / ,i h- , fj-.

Ola
[IUHI>, lnrstjii'iin prcitdrii 3 i-MI Ir iinMluliu-iHaiU t'^nl ou inlYirusur



did \nnn IDS

a
p,

on olilimidra rvidmmn'iil nn moduli 1 dr (> r^ul mi inlr

ol, par snilr, mi moduli' do / r^al on inlrrirur ii la M

00 ii i./- <:/".

Or, la valiuir mininmm dr rrllr sommr, savoir,

I'sl. infiM'iiMin!, quaiid l> m 1 s'^viiniinil pas, an moduli- a,

a mi iiincliilr v ilc ; drlc.i'iiiiin' 1

par la I'lii'iiiiili'

Done,, si I'IIM a t- ,;, mi, rr
ijiii

n-vicnl an niriiir,

i I.'

il sul'lira dn piisnr ^'
= Ul pour nlilmir un nmdiilr ih- / iitlVrinir ii a.

Si, an cinifrairc., on a i. r,, mi, ro
tjiit

n-vicnl an inriiM-,

i lr

il suflira dr posiu- s :,, pour ohlrnir MM modulr dr / mi'mmr a

.:;.-
.:;;.

el) piii' ('.oitsi!(|iii}ii(,
ii

i

Ainsi, (in I'nsnmr, nn pnil t'nion In pri>po>iiimi MM

nnr fnnMinii rntitov f/r /,/ mmubt,' s.Snirnl /vu:/v a. Ii, r, ...,, Ii //M

itMtufa ties
nuefjiviflntx ,/, A. C) . . .

, AS /,
|

/; ,./ /, t
i

lllltt ,,w,,,,i,( ,//:,y//./.v

f/f
a/'m], t-/

p r,, It, ,'tir,in<<
ntn't/tn> <lc I'fymitwn finbiitr



// xtifjmt </<'
fnixt-r ''.

;:,,,
./ f'nti

;,
,, ,'t

"

,,, ,v/ I'nn a o ,,

filini\xt'i' A 1 nuntii/i' H ilc/, titt-i/t'\\u\ifunr liinilc in ft'ricure an IIUH/II/I' n

/A- //; ,vm '<//-, r/////v lr
/itr/tn'i'r r//.v, // I{<'\M>II.\ .// A/ //'/////

'

a. r -/ ( ,/,/m /<

xt'fitfii/ I'ttx, 'in ttt'.\\t>it\ ilt' In Iinn'tt' ;i
,

i

'

II |Miiirniil iirrivrr ipi'iiu mi |iliisii>nrs dcs cni'l'licii'iils A, c, ... sn

n'-iluisi'iil ;i /ITU. Alors, ii I'niilc dr riiisunin'inciils srmhhiiilt's li i-c'iix

ilnnl iiiiiis iivniis I'itil ih.;iK'. "ii ul>lii'ii<h'iiit, ii f:i [ilurc ilu llirni'nnr I,

hi [)i'ii|Misi(ioii
sitiviiiili' :

TIM.OIH'MI: II, .SV/V

M/ic fiHU'tmti t'lttui;- i/<- l,i rut'ttiftti* .", .SV i/c/// I'lit'in-f
;i,

l. r ..... Ii

mntlnlt's </>'\ i'in'//irirnt\ u, A. . ..... //. ,'/ .-,, /'niir t/r\ riwinm tfr /V

Ml ll'il tf/MiuT ;: *.,,. ^ ''"" '/
;.

., ''/ i i n , ,w /'// // ;. l

nlnit.\\t<r It
1 iwnlulf H /,- / un-tlr\\,in\ iTutir timiti 1

irtft
l

rirttrt' tin umt/it/t' ii

*? //, w/rw. t///n // iit.'/nirr cm, nti~drM,tin\ tlr In linn'ti' at
1

),/'/,
'

thins It- \tTinnt i'n\, ttn-rtr\\nii\ tft> In /tW/c a lu'
nt

'

I l.i liiiiili< il-ml t| "'.ii|'l
"

)iH"t"iili' tl'.ili 'ill "mi** lit d'HMi' r ;;''; niiiji rri|iinlinii
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ta dinix lInjomiHis i|iir
nous vi-nons dVilahlir I'uuniissrnl, pnm- | a

roduclion dn modulo d'nim Inimlion onliriT i|iii'lrnin|ut* ( cl, \\\\r siiiln,

pour la resolution (Ids ri|u;iliniis
dr Ions Ins drj;rrs, mrllindu |'ar.i>

loiiiont iipplicabli!, |Hiis(|ii

l

i!ii la siiiviuil, nn a scnlrnn;!!! ii iTsnndrt!

dc!i (Hjuations HnmiintH on dus
i'!i[iialious

liinniiii's. Ajnulotis tpi';i|in''s

tin cnrlaiii iiomliro d'opiiralioiiH,
c.cMc. mrllmdi 1 iinuvi'llr linil Iniijuiirs

par noiiumliir av(!i' lii mi'llnMld liuraiiv mi iirwltniir \ i|iiand nit a

riiduit,, comino on pmil (oujoiirs li^ lain 1

, rrijiuilion jinipiiM-c 11

(uu dos rar,ini!s iiit'talitH (Milni elks.

juililo
ft lil C<>ll<lilinii p

, >, ilni

lit,
OtHllllin nil it [riiillnill'S

on lini ilos ilmix ili'miri'i's Inn
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me jr I'ai rp|iian|iH' dans I' .\rnt/y.\,' nl^i'-firii/uc, i[ueli|iies delini-

linns f;eneralemrnl adoplrt^i rn arilhineliqiie el en al^i'dire, spe,riale-

inetil la deliniltiiii d'un fin'i/nit el hi drlinilinn d'une /w/.uv/mr, lie

pmivenl rlrr him rninprise-i ijii'i'i
I'aide de developpemeiils el

d'nxpliraliniiM <|in I'nnl dr-pariiil ri- rr
ijiie

res drlinilions nll'riMit, an

premier ahnrd, dr va^nr el d'indelermiin'. I'ai ellcl, din- (pie, /unit
1

tihlt'itir mi fimifnif, il jnitt iyi<rir \nr A 1

tnii/tijilit'tnn/r,
cntitfitr tin nni'i'i'

xnr f ntuli 1 ifnur nftd'ttir /r ninlnit/H'itlcut', r'l-sl dnniier dr re nruduil
F I I

line drlinilinn ijui, punr drvrnir rlaire r| prrrisc, rxi;;r qim Ton

evpli<|itr ijiirlltvi
:<nnt lei* npi'ralinn^ ;'i ellreluer.

D'anlrr part, rmninr l''.iiiri' I'a nnnilrr, l'arilliMirli(|ue rl I'al^rhro

s'appnienl -iirilnis iidlMMi . rMiidaiiientalrs, ipli
se presenlenl nalund-

leinenl a
1'efipril, ill",

ijiir
I'mi vrnt r.niupai'rr ili'iix ^rundiMir.i onlro

idles, savnir, Irs nnliniis di 1

riififittrt titit/inn'titiiii' e( do rnftfnirt ghiint'"

trit/nr.

Kit ell'rj, ileiix j-randrMi'.i dr meliie esperr peuvenl elre roMipnn'M's

enlre dins Mill-, dtnix puinf^ ile vur dillerenls,

l.;t iiHviiirr tic l,i hi't-Miidt 1

^riiudriir rtmipai'rr ii la preinirre, nsl lin

ttntiiln'r
ijiii rrprrHCittr |r /v//(/fw7 l

1

1 ^'I'-nini'trftfiH'
dn I'lino ii t'litlLro.

\,'imrr.\t' de rr iininlirr nil ill- rr rapptirt us! hi incsiire de la preniirrn
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r.m' rompariMi a hi srt'oinlr. Liii'squr Ir-, ilnix ^rainlrurs stint

l dirncl on iinlirrt'l sr rnlnil ;i I'lniilr ilr noinlirr,

on la (liitiiniilinii
ijii'il

I an I lain- Milnr ,i |;i |in>niirrr

oliliMlir la srnnidr, i'-;| inir iju,tntih' /XM//MV on /ir>;<tn\'t'

<|iii rnprnstiiiln In
nififinrf uril/unMii/itf ilc la srr(Mnlc :i In itri'inirrr. l.;i

t/ttnitlili
l

c/J/nm'f i!sl. lii (liininuliiMi mi raii;;iiiiMitiitiun qii'il |';in| f-iii*,.

suliir ;'i hi snrniulr ^niiiilriii
1

|inur ulildiir !:i
|in'iiiii'ri

i

.

l.nr-,i|in. ,| nix

^raniliMirs soul ii^alrs, Icur nippurl ;irilliiiirlii|iii-
i",l HIM- ;;raii(liMir

niif/i', doitl hi niHsiirr csl Ir iioinlin 1

::i'n>.

Cus noliniis (In
rappiii'l nrilliiiii'liiiui' i-l .Ir r;t|>|inr| 'rciiinrlritiiii 1

i i
i

(Maul, mil! I'oi.s ailniisi's, Ics
[|iiahr nprraliniis I'lui'l; ...... nhilt-s dr I'.u-illi-

iii(tlii|iit!
i'l (In

riilj^i'lii'i'. ssivnir, r.nhlihnn, | ;i >,oiislrii''lniii, t:i miilli

plii'.ilfinn, lii ilivisinn, pciivnnl f-lrr aisrnn-iil ilrlinii", ni h't'incs rliiirs

(!l
prrinis. IMI (illiil, on

pt'iil
diiv

<|in'
l.i \ t ntifi-nrn'i'ii rl |;i ,/t\'t\n>n sr

ImrniMil ii (IrhM-iiiiiiiM- Ins
r:i|ipiirhi nrillirut'<tiyin' rl !',';> f/n l

tni/ui- tic

(hiiix m'iiiMhuirs, VtnMitinn rl la
innttiiitir.nnm, ii .irirfmiiirr I

1

......

ilort^ranilours, i|iiiiinl nn r.itiiiiiiil rmilrr ;ivrr IP
r;,|.|mi'l ;iriiliini<lii|iii'

nil
^(inirlritjiii',

dc rime a I'anlr.'.

Oiipoiitiinssi.iln hi nuliuii dr nippnrl :irillutirlii|tiiM)ti jfruuirlrii|iir,

passer imiiitMliiilnmoiit, I-.HIIINM* Tun sail, j, rrllr ,1,-,
p,,,,,,,,^,,,,.,,.!

,| (
.

rt

Percussions, puis ii la iiolioii ilcs pni, M ..... ,-, ,| r , i,n,,,|, n . , ,. t ,|M Irurs

(li^nis on nxpiismilH. |.ns ili-(iiiilini,s rt Irs ih.-nrr.nr-i
.|iir

I' ...... liliml

aloi'SRlanl hi.Mi
nHiiit.s.j,. nir huniiTiii i. I.-M

mp,,,-!,.,- m ,.NI ilr ninls.

Unn snn .ir.',' mi ^nlfll
-tm/i,,' r-,| mir suili' .Inns

1"'" l! ni
l

l

l

t( "
1

l

aNlluni'liinn, MM K ,-.n,in'lri.|ur .Ir rli i( ,|Mf h-rnir an

|il"l, so rniluil a ,!,,
.-, ,,,.

1|li;in(|(t
..

, ..... ,.

(;||l|lli 1|t|(

.

'

lni|iis, on ilnilnil. iiiiMiMilialiMiinit Ins prnpusilinns H iiivi
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l '' 3'
1

"', /f (t't'/itt
1

\tii\'nnt t'st In ni/xim /in'ittt: tit' In nro'Tt'xsion, DC,

filnx,
If rnf)}>t>rl

tirifliint l

tii/iif </< <i<-n,v tfr/tirx cst awnrc un tirnif </? la

IH'OtfirxxinH
; fl, /"<"/' nhd-tu'r If

/vi/>/m/Y nritlniiftiqiif d'un ifnun
</ttft-

<n)Ht/iif
i'i I'nn 1/t-x tfniifx /mVtWf/j/.v, if xnf/ft f/'///V>///,r In niisnn n c.llt<-

nifiiif tiHfftnl <ff foix t/u'i/ y n trnint<'-\ ttanx Ir nonthiY t/c\ trrnn-x inler-

TIII :

;IHU';MI', II. ttnn\ tintlf iini^irxxinn $nnin''tm/m' ilo/it it/i ti'niic xt:

I'ftlitit n /'itnitf. If It'rim- tiii\'nn! <-xl (n mixmi in^ini'i/f In /imtf/i'sxn>n . l)f

filnx,
If

rfiftfHu-l /tft'titftt'it/Hr </r f/r//.r (rrtiirx i\\'f rmnnr itn tfnnt' <{f In

IHttffirxxtiiii;
ft, I'i'iir

n/iti'inr if /v/^n/Y <;f<>i/tf(ri</itf tl'tt/i ffniif
t/ur/-

anm/tlf A /'mi //IM {frtnr\
f>irr,';/t'tii\\ if

snfjit iff
ntu/tift/ifr In mixim

fttir

I'll? iiit'tnf tiiittiiil iff Ji\ t/n'il y a il'iiniti'-x tlnn.\ tf tuwthr? i/?x trr/n?x

\)\" rs ili'iix llirniviNivi on lire I'lirnrr |c siiivitnl :

TIIHHIMM: III. l-'.tunt itnnni''i'\ niif
/I/VI.M/VAV/U/* nrit/ittif'tiifnf 1/011(1111

tfi'ntf -\f n't/ml n ,;t*i', rt itrtf /np,';/v\/*i/i ^i'tinifti'ii/iif (font nn ffrtnf xf

rfilnit ti 1'tuntf, \i t'mi fait rit>
/*//n//v nn.f lfnnf,\ <lf /'mm /?x hrnt?x

(A* /'tittfrt\ id- Ii-Hi- \i>rii'
f/ti'nti tiTtiif ;;*r< tl<- A/

/tyv*M/v,vv/u/i tirit/ittifti</Hf,

i'(nrr\iiutn{f
A' trrtn< I i/f A/ i>rni'f\tiutt ffi-ninflrii/iif^ tilnrx d-

/V////JM/'/

iftiifii''
rntir ilrtt.r trriin-\ <li- In im>^ir\\n>n nrit/ituftit/m' fl If

rtift-

iflrti/tit*
<'iilr- li'\ ifi'ti.i' ti'inii \

rntTi'.\jnnn/nn(x i/f In /vj/,'vv'.v,v//*//

i[Ht\ MT't/it i/,-ii,r nnn\t'<tn>v tiTtnf\
i/ni '//i/i///'//'c///v/^ /v.vyifr-

lii'i'inriit tin.r ilfii.r iti''>ir\\nin\ tfn/i'/itntiifilt /vi/H// (M(r.v, fl
t/ifi

r.nnr\

l\t>inh't>nl
t'linirf I'nn n /'nitlfi .

(Ifiim'Vfinu, en ititrtii'iilicr, qiiM, la nii^itn tic l;i jirn^rcssiuii urilliini'1 -

li(|iir
rhiiil cr'liiid' ;i 1'unth', i.i raisnn dr ht prn^i'i'ssion ^niiMrlnqiir

snil IMIC
ijinuititr (Hhiifivi- iT|iri'Hfiih'r piir lit li'llrc \. l.cs divnrs Innuos

ilc, hi [irii^rMshinii ;irilhun'tii|ui' *v ri'iluirtnu mix ijuantiirs untii'TCS

(0 . . ,. ,t, .. i. i.. i, t. .1.....

i'l Ics Ici'iih"* rrim"i|HHnl;inl* tit
1

l:t jirn^n'ssiiiii
t'

i

uuit''li
l

it|u
swinil

t

I'l . , , . .. , i I, *, U. U I

\\
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Alors nlissi, n ('liHil 1'ini <|ii'lr
.....

\

..... I.--, h-im.-. -I.- l.i pruj-n

ilrilllii)i''lii|iii!,
1 1' h'l'inr rurn'-.jmiMl.nil

'!' l.i |ini (

Mv . .mil rrmiirl n (

|n<

<ii"i IT Mill 1 I'mi lioillllli' l:i /IHMI./H-V
- nil. K- il.- \, -In <{, ;;!( iiKirimr

|i;ir^i - Mt * - i '
I
|( * ' *

* i i

\',;t'inwilit
n t

I'l i

1

'
1

'|'l''
I'"" .|r-,ti;nr |I,M

l.i m-Uln-n \ . Crhi
|,

(); ,r. on

HMI'il IIOIl MMlll'llH'llf

Mins I'lIi'iMT

Kn vi'i'hi ilrs Cui'Minli'!. i i
t H > .'-, -<i " i |" i'i) .1 ,,

sriini'iirr
tin iminlirr rnli-M', l-i /* j"n

. am <\- >. i

Mill ill in II A", Hi' >>''l';i iiillrr i h'i'.i'
ijM>'

I'
1

|M i"hn! i!-- a !,n I '-11 1 -, r[MH \ .'l A,

ct Ttin iiiini, ilr plii'>.

s Mill', iii tii, n
rr|.|

r -i uiriil |. n\ -pi.tutil. mh.

i, tin :nti;i, rn vriln >lu Imi M nn tic ->'i . -SH.-,

limit' Ir
nijii>ni't ;;t'ttn\f-(n<(iti-

>!> t/c / /UM s ij/c ;
- ?:f i.- 1 , * <;V \ >'*( I'tn

tint'
lni\\rtittr

rnli/v.- i{i>nt l\ i fi.mtnl
>.>- i'<i;iti KU >.

ifjn.it
,u ilium '(t

ilt'.'i
t',i'jni\tinf*

id'\ ili'H.r
i
n >-int'ii i

,

Sll|l|lltS(ll|'i
Illililll-Ml.UtI

I|IH',
ll rl.mf Mil ti"Mil't' ' Hflt'l

ijllrli
.....

|

on ('hoijiis^ 1 tc tuiHiltrf ;i ill- in^i

itloi'S i| Sl'I'Il I'l'
t|Ill'

I'ltll II 1 1 (II III'" l.t i<l* til. ti <h ^, vl , r
>jtir

I '"II I''|MT

Slilllll
[))'

111 Illlhtl It'll \ A. Pif.Mli'. (('.illlcill', |iiMl -tlS {-;'( ,
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(! | ,-onc.rvnns <|u';ui\ prn^rrssions ( i), (;.',}
on suhslihir. Ins suivanlrs ;

I,ns Icrmrs

(in) . . .. '*''.<. "'"'. a-', ./. y, -IH, ;t, ...

dr la progression (M ) sr rrduiroul rvidimimrni ii rrnx
ijui romposnnl.

la proffiTssinn ( i ), rl Irs Itu'incs rorn'spondanls ilr hi pn^q-nssion (<))

ii rrux
(|iii rompnsrnl !a prnj^rnssinii (>.), r.'dsl-ii-dirr. anx puissani',i\s

rnlirrrs dr A. On a rlr rondnil, par r.rllr rnnan|iir t
a ^('tnrralistM' la

notion di'H pnissancrs drs noinliri's, (in I'rlrndiuil au cas ou Irs du^rrs

dr res piiissanr.rs msist-nt d'rlrr drs
i|iianlilrs rnliri'rs; rl. ii dirtMin'iin

Irrnir (|i]idroni|itr
dr lit pi-H^rt'ssiou (ij i nsl la

iniis.tnrnr dr. \ ilu r/r^/v
1

inan|ini par lr Icn 'nnTspnjidanl a la pro^rrssion (H). D'aillrui's, v

rliinl un (ri'inr ijnrlrun<[ur dr la pro^rrssion ( H ), on rsl ronvriin

il'indii|in!r riu'.nt'r, ;'i I'aldr dr la nulalinn A', la piiissaniMt dr A du

d(![;rr ni;tri|iir par l'i'\|Mis;uil v. (Ida pnsr, r,oininr Trxposanl dr a dans

un IrriiH 1 dr la pi'o^rtvi'.iiM) (tj) i"d lr produil du (rrinr (-orrrspondiinE

dr la pni{j;ri<nsi<ni i H i, p;ir lr nninltrr, rnlirr n , on aura tuujonrs

(II) \' A" 1

.

On IrouviM'a liar rxrniidr, m hiisiinl v >iii
i

(i U i" n
\ v,

piiiM, nil drsi^iiaiil par in un t'tilifr (judrnnipir, disfitirt do /i,

i i

.... . , ,
.

.
. . i

AIIIHI, ten ptnssiUH't's dr A, dr* dt'^rrs iiiar<|iiiis par ls rxpiisanls /(
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111 I

'

I,,,, 1 1

,
...... nit Sfiroiil autnt I'liusc. our In nii'inc //'"" <lr ,\, hi //,<<

.....

..,,;
II II

' |'U I S-

saiicti (In orl.lo racino, ul. In nnmlin 1 invcrsi 1 ilc rrllr |Miiss;un'c, |) (
-

i,| us

a'" oliinl, Ic. prudiiiL
ill

1 n farlrurs I'^JMIX \\ :i, il rsl rhiir (

|iir ;i
"'"

r
,,|, ,.,-,,

SOllUtl'a \(\ [irndllil
lie ////; I'lirlrin-s r-iiil\ ;'i ;i, piir i'nnsri|ii('iil Ic iiniiluit

(Id /// laC'ltMirti ('^jiux :'i a" .A, on liicn niriirc lr pnnlmi ( | (
>

Ijirhmrs
in

(i^aiix a a'"
- A" . Dorir, pni' suite, on aiira

done,, si I'OM

on soi'lfl
(|iir

IDS
(!(|iiatiniis (ill), I i;M I'niiniiruiil Intijniirs hi ninnr

valour pour li< n ombrn u. Kit (in, en ili'si^nanl par *,,

-

t ilm\
(|iiclriiiii|in>s

ilns ((iniins do la [im^rnssion (H), on itora vrrlti ilu InuMrnir
. i i

Mirnmtt,

n"
'

'

,

ir"

mi, ('(!
ijiii riivicnl mi iiirini',

(iKi
A '

i:
,

,_

*'

"l l"l, SIUIB
I'.haii^i'i' lii valfiir il'iiur IViirlinn, inilllipliri'

si!8 tliMix Ifiriiins par 1111 nninr farlt'iir, il rn rrr-nlh' iiu'im noiiilur

.

Mais on (lAmonlrc aisriiH-nl
qu'i, n -s .livcr-s.-s |UM,H-S

rr,,,,,,.!
unc snih-

vnloiii* d tf. ICn
uli'iit, soinnl /;/, |,.,s nmuhrcH .-nlirrs .|..nt I,- rappnrl

grtomfitriquo % roprosom.! le n. ..... IVadi.nu.imr
;, rr.lnil HI. plus

simple oxprflssion. Los fnu^ions
.(.p.ivi.lt.iKi'H mi niunnrl

'"
STO,,| <l-

i.
' n

'" f(" 1

" 10
i";

1 /-
I
JII|IVI11" ^I'-w mi iKiiniitT i-iilirr (iiHf(tiMiii>. D'iiiN.'urs
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I nil nnirliir;i, cm < ,-i (Icssiis,

I,-, ,,_

MS, I'M I'll'Villll ll"i lIl'lIX Ml Ill'.'S -I I;, MtlisS'll) ' i I",I'M? ([|| (||'.T|. (

On ;iur;t il

(iH

Ajniilnns iiiir i|p lYqu.iiiuii (

,. ,, ,,..,.;,,, /,.,.,,,, , /(
.

A ,. (/ fnKimi unf
-''"

/'../...... , ,- n.lnu
,:,,,/, Hri,l>IH

f,i,,
Hf

,

-.

,.
,,

., ,,,,

(Mil(|l (|))i S((|l|

'

1 "''"' "ut..ui,. s ,|,Mu i,.r,MiiM..-,.H a I'uuil,.. I,,-, |,MIX
|, 1Hrssinns sent
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Conccvoiis maintenant que, clans la formulo (7), le n ombre //

devienne de plus en plus grand. II est also do voir quo la valour do a,

delerminee par cettc formulc, s'approclicra indofmimcnt do I'unilo.

En effct, il suit de cette formulc infirne, i" quo les deux nomhros a,

A sei'ont tons deux superieurs ou tons deux iuferieurs a Punile; t|iio

Ton aura

De plus, on tirera do la formule (ai), i" eu supposant A>I, c(, pai-

suite, a>i,

-
k A I

(22) ->/,.;

par consequent,
A --

I

< ,

et

A
a < i -|-

2 en supposant A<I, et, par suite, a<i,

W) ^=^</t)
j ~. '}

*

par consequent,

et

(25)

Or, il rosulte eviderament do la formulo
(
23) ou (aS), quclo nomhrcn

s'approchera indefmiment de I'linite, si, en attribuant au nombrc A

une valour constante, on fait croitrc indefmiment lo nombre onlior n.

Soit maintenant b un nombre quolconque, enlier ou fracLionnniro,
ou meme irrationncl. Si ce nombre -n'est pas un dos termen de la pro-
gression (9), il sera du moins compris ontre deux termes consficulifs

;i", a'



KN AIUTUAIETIOUK ET EN ALGEUUK.

que Ton pourra aussi presenter sous les Cormos

ot qui pourront utre censes cxprimor deux valours apprdchees du
nombre b. D'ailleurs n vonant a croitre indofiniment, le rapport

ra

et, a plus (brie raison, le rapport

se rapprochcront indcrinimcnt de I'unilo. Done alora *' converger
vers une limite egalc a b. Mais, si I'on appelle p.

Ia limilo VOPS laquelle
converge, dans la memo hypothec, le produil X, on dovra nalu-
rellcmoiil reprosonlcr, par la notation A'*, la limilo vers laquelle con-
vorgera la puissance fractionnaireA>". Done, en adopLanlcolte dorniere
convention, on aura

b ~ At*.

On pourra done alors representer un nombre qtiolconquc b par une
expression de la forme Ai% p, 6tant une quantite positive on negative,
cntiere ou fracUonuaire, ou meme irrationrtolle. Ajoutons quo, si la
valour numerique do

p.
esl irrationnollo, la progression (9) ne reufer-

mera jamais le nombre b ou A*, mais seulemotit
desvalcursapprochfies

do ce nombre. Dans le meme cas, A>* sera ce qu'ou nomme une
puimmcc- irmuonnelle de

A, Le tlegrt ou Vexposant do coLLo puissance
sera la quantite irrationnellc

p..

Hemarquons, eriOn, que 1'oquation (18), qui subsisto pour des
valours fraclionnaires quolconques des exposants ^ et v, coniinuera
ndcessairoment de subsisLor, si cos exposants, apros s'elre approchfis
indbfmiment do certaincs limitcs irrationnellea, atteignentccs memes
limitos. On pent done etendre la formule

(^) ^ = Al-V
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an casou IKS r \posunls ;/,,
v ilrvimnnil iriMlinnnrls, i'l, en I'DU^I'-IMI,.,,.,

on
jiiuil.

(''ihnii'.cr la pi'iipiisihnn sitivanli 1

:

itaii'; IV, /,/
r'ti>j><>t'f ;

t -i>/n,
:

ti-n/iti i-titir </*//.( fmi\\nnn-\ ,///,/

iCitn nnnihfi' i/ntnn'' \ -\l rurun' nit,-
fint\\iinn- ,/> \ ilnnl r,:rnn

xtitit AV I'i'i/nil mi ntit/Hni 'iritlitm-lK/iii'
,l<-\

r./yi..u//j/ ,/,-, ,/,./,.,. mv/m y., v
,

v

l/m|liali(Hl (",() prnl ritcurr t'-ln- |uvs.'nlri' MHI-, inn-

(|tl'il
csl hnn ilr

i';!|i|i.'li>r,
t-l

.|u' |.|irnl m p\
|.riin;inl I,, .lillV-rnin

\i.
v

|iar inn 1

st'llli' Irlliv, \<,i\ i-ll't'l, *\ I'mi
[in-.,-

i
1

! si il'ailliMirs on siili.-.|iliir a la Irllrr v la Irllr.- i
, ..M ,nir,i v ,; , v

i-l rmiitatiiui ( v.O ) rrilnili- a la luniiulr

Alitrs aussi, a | a
j,);,,:,- ,iu

i|iiaiririin' lli<-tir.-mi', ...... n M|.|H<II<||';I mi
ttiilri! qnl, an fund, sera It- ninur, i>i V.'iiniH'rra nuiiiiir il ..... i ;

'wtr, I<M Kiirln
<|ii'iiii p
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on aura auxsi

MmonstraiMn. On tirera succcssivemont de la formulc (5),
designantpar^y, s

, ...,, r
, ,, dcs quantitcs quelconques

l.-*'

1

JlrJt-J = l.*+j'J[ 3
|

=
f.
t.H- J

, + i
j j

ct, gcnenilement,

en

puia, on designanl par/ilc nombpedcsquantitdsa;,/, j, ..., H|

supposanl tonics cos ([uantites cgales cntrc ellcs,

jraillcurs, on tirera do ['equation (3o), i on posant SB = i
f

(30 lJ = liJ";

3 el en posanlo;= -,
n

ot, par consequent,

a'ondosigiiantpar/nunnoiubrooiUiordistnictdoft, etposanto;

' /

par consequent, en egard f'i la lot-mule (3a),

(33)
n

in

puis, on faisant varier la Traction ~ de maniore a cc qu'ellcs'approcho

indofiniment d'un nombro donnd v, on tirera do la formule (33)

h'Hvrvs de C. ~ S. II, L. XIV.
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:
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hi valour do A olanl

Or, 1'uuilo r.lanl inlrriiMiro au\ pui.ssaiir.rs posilivrs rl stiprriiMirr anx

puissaiir.rs
nralivi's dr r, i|itand on a r i, c.i il csl r,lair quo, dans

r.nltr hypnllirsn, Irs drux uioyrnnrs arilliiiK'tfiqiirs
donl la (lilVrreiH'.r

('uiuiviiul ii A en vrrln dr la rurmiilr i '\ ), stii'nnl, la proinirri

t'iriiro, la si'Oitndi' inlVtriiMirr a I'millr. On iinni dimi'. alnrs

Main lr rnnlrairr aura lion, si I'mi luippuHO/- i, rl, dans r-o drrnir]

rilH, li!H foriiiulrs ( .'(
) rl ( S) dutuionl

A n ni, pur I'lHi'H'Hiit'iil. H.i,r /'

111, s'ur A'\ in'v;;rt'ssiitns <ii'i(litnt''ti</ttt'x l

i't \nr /f.v nttncnnrx :;i''t>in>'lri</Ht'K riilt'r /run It'i'tni'.i.

(lonsiilrroii'i iiiaiiilrnaitl unr prn^rrssion arilliun'!tii|in!
ilonl Ions Ins

(itriiirs snirnl
pdiiilit'ii.

Si I'lm iituiuiir lr proitiirr Irrtnc, l> la raison,

n \(\ iiitinhn* dim ItM-inrs, ct'iix-ri surnnl i'("ipcrli\
irul

it, ti i t>, . .
. ,

>i i (n ')/'. ii \ (n i )/' ;

til, till iiumiiiaiil /' lr pnnlilil dr (mis cos Irrnirs, mi aura

(i) /',, dO' i M- . . n \ (n O'-li" ' (" ')'' I-

It'aillriH'M lr plus pi-lil
rl lr plus ^rand di'H lurmrs ilmi! il H'^ilsc

Irs ilrux Iri'tiii'N I'Xli'rinrji

DIIIH-, rii vrrlu ilijH priuripr* rxpnsrs dans lr paragraphs !, lr prmluit

/' KIM-H r.mitpi'is riitrr, Irs n'" tft

pnissaucos
dr cos drux Irrinos, rt Ton

poumt unttiirrr la prupnsitimi siiivanlr :

ftHK I. - /r /titnttiit
/' f/i'A n tt-rnifs tie In impression arithmt-
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Cmnmr nn ;nir;i irailliMirs, <l;ms 1'un on I'aulrr ras,

on ilr.vra roni'lim- i|uc, M n Mirpassi
1

///, mi aura,
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iiicsiir^s par la i-irrdnlVri'in't' donf li
% ravnn r,sl I'linih', c/osl-a-dire par

In iioinlint ;:. Mais, parnti i'i's nii'-ini's angles, tin snl nsL ronlVi-inr

onlrn lis liniih's ;:, i r., h ( s aiilri'^ sn di;duisanl dr ridui-ci par

1'addilinn ttu la sttustrai-ficui drs divers utnllipli's
dn UT;. Ajnuhms (pir,

si raffjiiint'iil /j
t'sl ritiisidi-ir t-nniiiii' pusilil* ([iiatid

Ii' niynn vdr.lcni*

1
'

1 (/'"lH'lf\ ./r f'li/ir/ji, .' litim 1

, 1' I',
1 '

(f:'lH'li'\ ill' I', ** II. I , \IV



.-^.,. ,,. , r^,,,, vn
n " j| "'" "MiMlnunirm. snis n.nlrairr. l.r mn.nrn.rnl ,1,- n.lalin,,
'/mrMh.ns la rrmirrr lunlhrsr r n-'

-"<"' pp-,. ....Hapla
..|,|j | rail ,., ,,..,

'

'/ '

s ' lailirncli.m (limnn- r.uVj.l,. ;ivn ,
,,

, ,. _

I j-
.

' i in iic i ,i\r
|MI|,II|'|> mi 'n'ci

'"'" rl

"i-r;-. '", ,.,, ,. nir .,,. ,..,.,

i, )

i|i

:""

iiiis "" iwi -
ii

-
iii '-" 1 -^-.i.
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f
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'
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I
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'
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-
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,
;



SI II I- A (,H \ N I'I'I'K <il ;'.<MlKTHIOl!K. ->'
t ',\

sura dnrr.navaiil ilt'isi^iitM' pur lit Idlri' i. KM <Vnanl ;i c.cir.n ronvcnlinn,

on ;iiiru

nil, f'c
i|iii

rovionl an iiii'ini',

Dime. les ijiianlilrs ^enineli'i<|ue!-i i el i repivsriilrninl Irs rarimis

r.arrrrs de i ; i'l. mm me on lirera dr la Inniinlr
( '\) t

i'
(

i i",

par euns^ijileli I

(M i' i,

il rsl elair ijiir
i el j rejH'isriilrrnnl enrnre les deux rarities

ijualrieines
el mm

a!f!;elirit|iir'i
dr I'mittr. Tellr eniielnsinn ne ilillere

pas itn I'nnd ile la rrniarqne I'aile a l.i pa;;r if'r;
(

'

1.

I'ai resume, i el i MHI( |e;i ilms raeinrs de I'eipialinn hiiiinne

(11)

a lm|iielle il csl impusi-ihle ilt* Miiisl'airu tanl rpie i'un prnul [iiuir;;
uni!

(juanlih- al^eht'ii|iir ( puisijiie le rarrr de Innle
i|iiaiilile pnsilive mi

lll^itlive r-nl iirri',s;tirrini'lil pusilif. Si
i'i'(|iiii{inn (

li
I drvidlll rrsnlnlile,

<ianK le ea^ mt I'nn prend puiir ^ nun (jiianlilr jj(eniii6lri<|nr, rrla lienl

il rr
i|i|r In ilelinilinn ddiinee rn iil^rhrr <ln prndnit de denx (|iliinliLes

si- m'nej'alise ijitand i-es
i|iiiiiililtvt

rr.ssenl d'elrr al^i'dn'iijunH,
cl perinol

an prndnit

dr deux I'III-IIMM'* i'[;atis (riiei)iierir nne vitlciir nr^alivr.

Ilnni'itvniiH mainlenaiit
ijiii'

I'lin rlrd-rinilH1 la pnsilinn du pe

lion plnnti I'aidi 1 tins ennrdnniH'es pnhiires /'el
ft,

mais u I'aidr t;

liiiivh .r ni v inesnri'i'K it pai'tir tin
pi'ili

1



ir;iillnir,s,i|iii'
I 'mi

<'niii|>l,'
I,-, r p^Hh,", .l.in , l.i ,!iri'f -i.n

on, IT
ijiil

rrvH'Ml ;iu nii'iiir, lii
prnii'rlhHi'.

trill
1

rsiil
1

Irs iixrs ile . ,r rl ilrs i
,

: ,r mlum
liiiliiini

1 Ic fii.\tfiu.\ r| |c \inii\ ill
1

Ili-'n
1

pnf.ni r ii
; r|

,
r

piissri'dr ci'i'iis piirhruliri' nil fir, mi r.ir.jmni \.il<-ni iiiM-lr i

il sul'lil ilr I'niiT viiiiri'.r rl i ilair, |' r.ijipmE ,|,< i ; , , ,,,, .,,,,.,

Irnirnl

lans I,: sens ,1,-s ,r jmsilnrs ,,11 .l.-s .r n.7 .,|m -.,
; .,,,', ;, i.,j /

-

"|MMT
( l ims|,.s.M.s.|pS

i t-|H,,ilivr.,M,.l... ,

I,,-;.,!,,,.,. !,,, ,', l

iiisnili'iil
(|lli'

hi iniiiiilitr ;{riiiiM'lriinii'

|

s I nil ii .i
1

, n. K r;

,. ,| r ,,ii

"""SS 1 '""' '
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| pii^u
I(MI In sniniMP ilt

1
-; ili'iix

i|ii;inlili''s f.;i''omr| riipirs .r, yi, (Ml snrK;

iil'iin iiurii

Si li' I'iiyfMi / sr I'i'iiil a milr, nn niii'ji

(JU)
'

I'M!./',
I

.,il|/,.

Dniir iilurs lit inniiuli' I ;) ) iliiniirr;i

HI) '/. '"/' ! ' "i' 1

/''

Si, an ronlniiiv. li* raynn / iliUrn' ilr. I'lHiili'1

, on lircni tic, la Inr-

iii nlc ( <) I jnintr ;MI\
I'tjiinl

innn
( ; ), mi hirn cue HIT tic lit I'ni'linilii ( H ')

jninlr
;i hi tui'iiiilli

1

i i i ),

C.iiiirrvuns niiii nl cuu nl
i|
in 1

, ;, /irliinl li'srnn

cl .r, v li-ri riHinlimiiiM's
|niliiii'i-M

ilu |ininl A, nn pnsi
1

, pour

In (itiiinlilr };i''Hi)n''trii[iii'
;; 'UM'ji re

)|iii'
IHHIS uppi'llcriuis Vdfji.w di 1 IT

poiiil.
Si I'ltn ili'->i;',i)i' |i;ir

It, f Ics ruiiriloniii'rs poliiirns, p;ir \. ) IPS

rnonliiiiiirrrt rt'rl;iii!'ul:itri'.,, r| par / ral'lixr il'mi scroinl pninl II, on
, n.

j 4

illll'il I'lMMII'l'

(I',)
/ /.V I > i.

Si Irs ili'iix puiiil't I'Miiiri'liMil, on ;tuni linn sriili'iiirnl

i ui /

(111, IT
|[ll|

irvil'lll .HI Mlt'IilC,

ri|ij;ili.'ii
uTi) sc vrrilii 1

, II-H ptHiitsA, 11



aw \inioini-:

doronl, ill, par suilo, la I'onmilr ti:' mi till) nilrainrra li>s i- t |ua-

tions (17).
On prilUlmir.

riirmnir la prnposi

qni Mjtriim'
li'ur I'l^nlilc /)<//

itfa <il.^i>t'i<ftn'x,
xm-oir

nn'Ht fi(ii'<'ln'if/tu'\ } {iui\
/c.v

xcntt'iit It's MH'ffiuienls
tlr '.

Olisorvons (Mirorr tjiin I'rqu:

(18)

voir hi iiauii i.'tH I

k I'.tanl, uiin i|naiiliii' i|imlnmi|iH', cl, par snifc,

('.U)
iMl'i /' t'OS/i,

lin /' Mil/',

('oinnii 1 on iinrii irailltMirs

(>'.>.) If,:
. run /' I i 1111 /',

il issl claii' ijui
1 this riinniilns (i

i i i-l ( .".-. i, jniiilr?!
iiux rijiialions ( v.i ),

on Linu'a

,1,,

On arrivorail iMicnni ii hi iiirnn 1

rniti'.liiKion, i-ri ilivisanl par li r Irn

ili'iix nuMiihrfis ilc ri'ijualioii (iH) nrrsnilri
1 sous hi i'oriin 1

Kn rusunm, la
[iitsilinii

d'un
{loiul duns tin plan prill i"'lri' rumplrlr-

inonl, (ItHiM'niinm), nun stMilciiiont par Ir sysli-iiii! itt< tltuix r.onnlonmii'S

roclungulainis, inuin missi parTuflixo dc (MI niriiin piiinl ; en surli- <|uit

l'6galitrt do dinix uflixes ^nlnunit hi iMiinridiMiCM drn pninu iM



si it i. \ ni \NTITI, i; Kit \IKTIU 01 K, i>V7

ilaiils avpf IV'^alilr. ilc Intr* alisrissrs, ilr Imrs nrilmmrr.s, i

1

! ilr Irui'S

dislaiM'cs an pnlf.

Nous iinprllrrons /mint* rniijiff>'in'\ ili'lix points placrs syiin''h'iqiii'-

niriil par rappni'l
it I'axc pulain-, mi, r.c

<|iii
rrvicul an inrniP, ilrux

hiiT ii Taxi'. Nuns npnt'llt'i'iitr;
rnmrr i/iinnlili'x !^'tniii''lrii/ii('.

t

n'tn\\\\^\ii
t
i

> ^

relics iiui I'l'nn'M'iih'rnnl Irs al'Mxi's ilr driix noinls roiijii^nrs. (Irla
'' '

t i

MUSI'', ilrtix r|n:inlilrs i;nmn''l riijiirs
i

i

nnj iij^uiVs ullVirtinl rviilriiiinrnl,

avi'r drs innilnlrs (''|;;iii\,
ilrs ar^itinrnls i>\\;\\\\ an si^nr pn-s, inais

allVnIrs ilr si;;iir!i rontrairr-;, rl si I'mir rsl ilr la Inrnir

..
{ >\ i'.. \ i i i.nvi/i

i

i '.in/0.

1'anlni srra tic la Itirnir

Tiiiuiii.Mi. II. /.' i>i-iltut
itt' tlt'tt.r

,'\l l<- ntrn 1 tin inifnl<' tf< rl

Hriii:it'i|iutiiH
Piiriur '

IT;)

puii, ni ayatil r^anl ii l^i Ini'iniilc *
'i

i HI'\pnin.' Minpl'-ninit .[tir
li-ni/rr */H /.'

/'^w/-

K irru.luii iiinsi lu

ri.' -*niv;inl Inirl, .Inns no Iriai^lr rnrlai^l.', /tf



M KM II I UK

'.'.<))
rriluil iiiimrihnlriiirnl ;i l;i I'orini' \ j j

r:i|i|)0l'l
ilr I'M i] id'

1

ii -lit i|tiaiililr ;;rniiH'lni|iii'
.r i i i. mi, IT

<|nj rrvi

mi mr.nin, la <|iiaitlilr, ^rinnrlriiiin
1 iim-i-M 1 tic .r

i \ i.

Si !c modulo /'tins tIm \ (|iianlili". ^roiiirlriiiiii's /-.,. /
/:
^ n-iluis

ii runili' 1

, flics ili'viriHlraii'iil rcsH'clivrnii'iil

l,rs principles cvpusrs dans Ir iMrmniiv Mir It", ijiianiiir-i }.;runir-

li'iqncs pm'int'llrMt ilYll'i'r.lni'i' aisrinrnl, Mir rrs
qiiiinl ih", rrdiiilrs ii

la I'nniHt
/',,,

Irs ilivrrsrs nprralinii.s dr TAlprlin' ; >|>rri;ilrninil 1'mlilj-

lion, la soiislvar.liiui, la nuiltiplii-aliini, la divi'-inn, ri IVlrvalinn ;i drs

nnissani'iiH rnliri'i's, I'mir r II IT liter Irs niriiirs nnci alMMis Mir Irs i/naii
' I

lilrs ^rnnirll'iiiurs rrdnilr-, h la lurmr ,r i t i, tl Miit'lira rvidrMiinrnl

d'appli(|lHM' Ins ri'^lcs aim|ilrilrs mi aurail rtM'niir-., si |c<;
ijiiaiililrs

HIM rlairnl
al^cliriiiurs, rn ayaill r|,'( afd au\ InMiiiiliMt i

| ) rl ( -j.^},

i', i' r.\{

niiiltfi>fi<'r pur In ifinuititt
1 in\w\f,

\

\<>tr la pa^r i'i
J (

'

).
|

( In Irmivrra,

par rxnnpli
1

,

pills, on ilrsiKiianl piti- n 1111 iinmhr her
<jiir!rMiM|th-, rl appliiiuanl

"
ilnvuluppumiMil ih- (./ | ri)" la I'ui'imih- lc Nrwlmi. MM Imnvrni

IMM'nl'l'

n\ n 1 1

" '

i
'

>

i , i

I'lu %'Jinl a
I'i'iinalioii Cl/,), ()II pnuri-H itis^mcnl rrdnin- a la i'nniti'

V I- )'i ut)i!/r/mn ,v///Vri' / ( |i< In qihuilit,- K'"iin''lri (

|iir
s .r

\ vi,
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n 1 (!XHTSsi<in lie |;i I'linnr

Irs iMinl'licirnls r/, A, c
;;, h T'laiit ilcs

qiuiiilili's (jlHil(Miin|iuis silye-

l)i'i(|iM'S
mi (jromrli'Hiucs. Ajoulmis (pic I'DM

jmiiiTii rrduiiM 1
, unroro ;i

hi I'lirini
1 A ) i inn* /'ottrtioti rnthmnflle di> ;;, r'rsl-ii-tlini h 1

riijiporl,

ili> ili'iix fniii'.tinus riilirrrs ill' .:, IMI
ayiiiil Ptfanl nun Hiuilcninnl a la

I'lH'milli
1

( 'i.'i ). iniii^i Jiiissi ii rn|itiilinn ( ,'l'l ),





'; Still l.KS AYANTACKS

L'KMI'LOI IKS (UANT1TBS I1KOMKTHIOUES

DANS I, A TIUCONIlMlVnUI-; HKHTILICNK.

(Ininini' "ii I'u vu ilaiis I'ai'liHi' prrn'tliMil, Itss ilciix i|natili(('s KO-

soul lii'i's :ui sinus rl mi I'n^inns i\v I'liiij-!!!
1

/) par Irs TiH'

( , |
i r ri.'i/i

i
i .in/', i ,, cn-i/i

i nin/t,

ilniil hi stM-nnilt' r;.f ft*
i|iit>

ilrvii'lil 111 pl'lilMit'iT i|liail(l
nil rlllllltfl' {>

(M ,

, n. D'uilliMii'!.. dc 1'i'f, ilnix Innniilrs on lin 1 iiniin''iliiifi'iiu'iil Ins

suiviinhvs :

i|iii
MiM'vmil a

I'XjH'iint'i'
Ir msiim* i'l Ii

1 sinus ilr Tim^lo/), ii riutir, tins

iM|iiiiiinn.s ii), i") fmirtii^i'iil If tnnycn li> plus nmrl il'i'lahlit- 1111

^nunl nuinlirr ilt
1 I'urnnilo ill' Iri^unuinrlrii

1

rur.lili^iic. I'.tilnms are

Stljl't
ctilllS (|IU'lt|lH'S

clrlllils.

D'ahtinl. il i-sl cltiti
1

i|ii
h- pi'.iprit'lt's

ili-s .-xpri'ssinns
ilt> la i'oi'inn i,,

IVnintctHiiiailriM'in'-Kiiril HUX runnulei* <n, <!I;H prapriuluucorrnspuu-

cliitid'H ilcs MIUH rl il'^ rcisinus. Ainrti, pur L'Xi'inplti,
1't



$>> K.MIM.OI ii KS I.H \vniT.s i;i :;o\i K

pourra sYirrii'i 1 nmiiiir il snil,

( Ous/i i i >,iu/i )
( cn-./i I -iin

l<
i

| ,

i'l si! rriliiini (luliiiilivcmciil ii hi formitlr

I '|
) CO'-'

ft i
',\\\'

f>
I .

i|lli (!\|ii'innf hi rt'liitinii rxiiliinlr i-nll'i 1 Ir sinus

aii^ltt i|in!lronijtii'/j. PiirrillriniMil.
rt'i|

l
fl

) i,,.,. i.

<"(/' I

/i'l I i-iiM/' i

/.

nil, I'c
tjiii

nn'iciil ;m nirinc,

Til i!lr<! I'lMiipiam- jiitf,')! -...I'; | par Ii- Hvs|t''inr <lr^ ilrnx lurnnilrs

t|il
Hld'ViMil ii

i!\|ii'ii,ior
Ir i:,,siiiii-, ( <l Ir sinus tli- l;i i.nniiin' <lr driix ilirs

nil rnitrlinti ilos rusiiius id ih-s HJIIIIS ilr res iiu'Miii-i arrs. Si I'mi vrnl

ohlmiir Irs nisiniis rl II-H sinus nnn phi^ ih- la Muninr, ni;ii. ilc la

dillYwiiiw (Irs iirrs tlniiinVs, il siil'lint .It- ninipliicrr // p;tr ;/ iliiiin Irs
'

sra I'nxprfssioii it. plus Hiiuplo du ilii-urriui! ili; Muivru, puisqins rn

vurUt(lui'.lliMM|uitli(in, Ton juini

:ui/(/< i i

,iin(/*:
.

inn/*
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Si, api'es
avoir devi'loppp IP spr,ninl riiPmlin 1

. dp hi I'nnnnlp (<))suiv:mt

hjs piiissjiiti'ps
asrpndaiifps I!P i, nn rj^ih

1
, pnlre dies, dims IPS ilmix

mpinhi'ps, Ins
i|ii:inlili''s pun-niPiM alj^'ltriinii's, puis IPS qnanlilps <|iii

n'.ni'PSPtilcntiil Ipsrnpriit'ipiils dp i,nii ri'lruiivcrii IPS fonniilps r

'/'MM/' f /,, CMS" '/IMIl'/J I . ..,

nun Ton ppnl piiPniT rri'trr ciinunp il sitJI :

i-nwi/' i-.Ki"/.

D'aillpui's nn lirrr;< itniiirdiiilriiii'iil df's
P([iiiiliiuis ( i i)

l.i'rs rnnnilh"' ( I" I lii'Vplnppriil IP rusinilN i'l IP sinus ill
1
I'IIIT

/'/'
t'tl

t'niiPliniis PiiliiTi"' du Mint* H dn rtisiinis dc I'an 1

/. Si I'm) vpul, iin

ninli'airi 1

, dt'\rlnpppr IPS /,
t"" 1

puissaiipps dp ens/) i;l dp sin/i PII scrips

dp Ipriiipf prnpiiriiniiiirlH ;ni\ pni*itnis p( aiiK sinus dps imillipli's dp
/>,

tl Hiil'lira dp rpfuiirti' ;in\ I'lU'muli"* i ? ), dpni[ilfillps
nn lirnrii

IMI dpvp|n|ipaiii IPS st'i-mids ifiPiniu'ps dps n|tiiilinns (lit, P! ayunt,

piird it la i'nriiiiili
1

1
''

t, nn |IHIIVPI';I



r-iis ilornin-i's
('.[iiiilions, on

('..iiiiiiirs. U\\ HI Inr, i<n

s valours
|t.'iirns

itr /j,

' ''""iJ*
IV'timiliiiiM.n, on prritil

incnrs, on
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on aura

nl, par stiilr, la rorintilr, (17) dnniirra

1 ' '

(,M .,.
, ,..

Kn vi'i'lu ilc ri'llr drriiiiTP runnnlc, Ionic ronr.finn rn(.irrr, ou mmntt

di*
i,,, IHHUTH Mrn li'iuisrnnui^' I'M unr (nnrlion rali

II y a plus : ruiiiiiir, t-n vcrln dc.
ri'tjiialion (.'!), jointa ii la I'di'inulo

mi auru

il nsl rlair ijuc (nulr In in; I inn riilionni^llr dc i,,rl <ln I,
/, poiirru eniMU'c.

rlrr Iranslnnni''!' rn unc Iniu'linii ralinnncllr dc /. On Irouvera, par

('\iMiiplr, en ayanl r^nrd aux iM|iiali<ms ( >. \

Ml JIM I dni)fii'i'!.di'ii\diri'i'lini)s di'lmnini'psiiardtMix an^los polaircs/i,

//, mi priil di'inaiidi't' iu valt'tir dc lit (|iianlih' jiosilivr
II proper a

rcpri'^ciili'i' I'an^lc ai^ii nu nhtus, niiiis intVriiMit' a di'iix droils, (pii
sc

Irnuvc. rnmpi'is riilri* res iiiiMiit'ft dirr.t'lions. Or, il rst i'.|aii'(|im
rrllo

f|iiantili
; si rrduira hmjnurs ii I'mi di's ipialri

1

angles cninpris dans lo,s

/' oil /' rlaiil uit nninliiT rntii'i*. Uoiir, par suilo, on aura

f'ti) i'it>.U fii^tyt'

nu, rn
(|iii

rr*vicn( Hit inrmc,
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Ti'llf it.sl
IVqiiiifiiiii ijiii

srrl ii r\|iriiiin lu \.i| t >nr <|i< r,,., || j, |' ;il ,| r ,|

(|llillll,ill'S nw>mrlrir|iH'!i I,,,
I rl i|,> Inn ,

rnnjii-uiT .
I

,

Dims n 1

qni (nrrnlr. iimr. nnii>,

s r(iinrlri(iirs <lmit |r>, mtii

liiiiniil itiissi ilrs ilfinniislnliu,,, liv,
..in,,,!,.., ,| r .(i^,.,-,,,.,, tun liu |,. s ,),-

Soil-ill il'nlinril i\ r' ilm\ I'ltynn;, wrlnii . mr'tim". <i nuh ,| -|,

ilillis I.'S ilmTlinilN
ijiir ilrliTluim-ltl lr>, , lll; .|,<.. |,n|i,i,-,... /( .

/( ; ,.| ,,,.

mulls A, It Irs rxliviniti'-i <!. ,-.., r,(\r,n-. vr.-iriii -,. S, ('
.iiltipli.. |,.

iii\(jii \ i .( .

i ( in / Dili M- r u "i
i j i n H

I MI* I i Mii r iiifiii> ki.a 1 1 1 1 .. ii ....
, I

i * f
i 1 1 n ^1 1 1 i I -I M M ill I 1 I M |Hl^|M\r|| H T 1 1 1) T f

'
t )*l ' M 1*1'

K K*''^"''^l^* 1| MMni'i n'*t'M(rrl( M tfi('iiv rii 1 1 1 1 l t
'

t

aiimulilniii i-n,s II n.p,rs-,,|n ;i |., /,./,-,., /,,
/(|7f/Hr lh| | ,,

|n||
vi-dmir /'Mir If r;,\n., vr.-h-ur i-

. I'.nv.ll,,,,,.,,!. , ,-, || ,-,, ,',.,..,

Ill
jil'iiji't'linn ;tl|(i*lit'ii|llr

iln I'iiMin vrrft'itr /, I r|,i !,,.>,, If

I'ltli ili'H I'iiVMiis liar |;t ni'nii

Kilns. IMI
riiiisi(|iu.|ii:r, m,

,

IM ,m .

a , ,.,.,. | i(
p,,,,,,,,,,),,,,

suivnnlc :

||||.IMU:MI,. .- Dt'ii.v. rnynm rn'trnn ci,,nt rnt'wt'x
'

I'lntlnil ,ln turiiiiir t;nnn ii.'
'n M t'tHtt/ iiiymi

,/ ,/,.,- /,//>! ,/, ,/. /. /;/B/,B1, '/,, ,
|///>irj



1'initri'.

CtH'of/iiiir. Suitvi'iil (in ilr'si;;ii(i ii I'aiili', ilc In nnliilinii (/, /') Paii^lc

ai^u mi nlitns rmnpris mire Ins deux rayons vor.leurs r, /' iiidsuri'is

dans deux dirrrlinns iluniiri's. Si 1'nn adupli; rclld iinl;illnn, la I'nr-

niulc. (
y.'l ) ilnvii'inli'a

Soil, ntiiinli'Diiiil , //,. la siinitiir ilcs ilctix (|iiaiililrs ^Ofinnli'H|U(is r,,,

/),., D'aprrs IT
i|ni a i'h> dil ii l;t

|iaf;r
i(>o ('}, la ijiiaiililr ^roniotrii|iii! It,,

n'pi'i''M'iilcr;i,
t-n ^randciii' cl rn ilircrlinn, la dia^onalr ()(! du |);iral[c-

lii^raiiiinn ijiii
aura |inur rules Irs ravens vi'i-.liMii's OA, OH, l pour

suiiiinels, il'unr part Ic puinl n, d'auliT
pai'l,

Irs (mis pninls A, H, (',

ilnnl Ics al'(i\i's siuil r('H|icrl t\ I'liH'iil

/',..
r. , /if.

D'ailliMH'?;, ri a iiis Irni-, tlrrnit'l'S pninls nn siihslilur. liMirs runj

rVsl-iV-iliri 1

li-s Iruis pitints dititt Irs al'lUrs sntit

/ ,. /' .. l! ,-.

nil tilitii'itdra un nrrund parallt'-lii^ruiniiin r^al all prrmirr, rrs deux

paralli'liitfrainiues Haul drnx litfim'H syinr!iric|ims par rapporl a Taxi 1

pidiiiri*. Hum: It
,,

Brcii mr-iH-n la stniinir (I OH dr.ux <|iianlilrs tfiwrnn-

IriqiH's
r

t
.,
r

,
; i'l riM|iiitlinii

(ili) /!,- t,,
i

r],-

fiilraini'i'a ta smvaitd 1

,

Or, den riti'initti<M u(i) i-l ( ^,7 ), riiiuliiiit't's cnlrn elh's pur vnid iln rnul-

>li- l'<ai'fir, t'i- (nun*, p.

i ./i '
, ^, II, I, \IV.



;>;m KMPI.OI ni-'.s in wrni> i, t mi 1. 1 n i o i is

l.iplic.iilinii,
nn lin\ cu i^anl a rn|iialinii < -n i, l.i Ini'mnlo

('.!) W i' ,'' ;./.,,.(/,> ).

SnJnil, maiiilnianl,

'S
lHlillllih'S fji'tHiirlrilplrs t'll iinnitirr

i|t1i'lrnili|lli',
i<|

li's
|tiiiiils

ilinil t'llrs
['i'|iri''st'ii!i'iil

It's anixrs. 1'mir nlih-nir l;i ^itintitr
It,,

ill', rii.s
qiiiiitlilrs p-nin^lritnirs, il siiflirii, il'ii|trt-:i

re ipn ;i r |r till

| pll^i! l(in|,
di> inriiri'

jiiir
I'cxii t'liiih

1

' A illl ia\oit vi-t-lrur O.\. HIM;

ilroiln AH
t'^ali! id panillMt' ;ni ntvnn vrrlctir DA', |)iii |i;ir

Ir jminl It

unn ilruili! I!C r^raln rl
jiaralli'-li- nil rauni vrrlcur O.\

, rlr., ptiis

iinlin tin
joiiiili'p. In

jHilii a IVxln-niili- K <! la ilrrnii'iv ilrs ilmilrs

surrcssivninnul Irtu-rcH. r| di; I'l'i'irn'r ainsi lo piilv^ixir OAHC . . . UK

jiiU'
mi ili'i'iiicr i-nli

1

' OK
(|iii rrprrsi'iiliTa, CM Knuulrtir ( IMI iliivrliun,

InsiHiimiMrlicrrlir-p, D'aillmirs, -ij aiix stiMiiiirlh A, II, r, , . ., II. K, MM

siihslilnr his pninfs rnnjnunAii a run IIH'MIH^I Mihiini'ln, nh.f.,, ;', la phin;
'In

|M.I,VK"iH' OAltC . .. UK, mi uli!irn<lni n-lni
;uii|iit*t

mi pent I.-

snporpnsnrnn I'aisaiil Miihintu plan <|iii
Ir iTiilVnnr iinr tliMiii -rrvnliilion

iiiilimr dn Taxi' po|;ijrn; nl il I<H| rlair qiu\ .lair, h- nuuvran polvKNiii',
h) (hsniinr coir, I'opn-si'iiK' en ^ramliMir rt i-it ihnrtmn par //

,
M-ra la

i, unn lus (Ics (

main (In lidii's IHUI

Hi'

sra hi KiiiviiiiUt
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Or, ill's I'.qiialions ( v.i)) cl (,'li> ), r.miiliiiirrs nil radios par vow (In mill-

lipliralinn,
on ilrtluirn ii]nn(''<liali'.iniMil, ru ci^anl ii IVqualion (:,.'),

la Commit 1 r,nn mil 1

i
> //'" (-!!, ( r, /'") I . . ,

i
'i /'/'" rn-.

\/'', /") I ...

1'iii'iiti Irs I'oi'inuli's aiixi|iii'lli's
on |iarvirnl {|iiiiiiil

on c.oiisidrri 1
, dc.s

(iiiiinlilrs {^'uiiii'lriiinns ilonl Ir tnmhilr ilill'i'i'n (In I'miili'1

., on tloil,

ri'inarijiKT I'lirnrr
ri''i|iial

inn qni I'm t nil I la sum inn ties n premiers Ir.t'mrs

(I'll nn prn^i'i'ssiim HI'-HIUI'MI'MIIK'. Si, puiir pins ili^ si in pi ic.il r, on suppose,

Ir prrtniri
1 Icruir rnliiil ii runih'1

,
d si I'tm nipnisriilu la raison |iar/'/n

ilunl il s'aj;il srra

I /,'.

I /',.

',('!((! (''Hiialinn Milisi^hint, ijiirllrs ilili
1 siiirnl Irs Viili'ltrs (III moillilli /

il do r.'ii^iMiK'Ml /, IMI pntit v ri'inptariM' /< par -/i.
On Intnvora

Par riiiisi'Miui'iil
tin pi-u!, dans Ics I'nnniilrs l "I

1

.-. I rl
(,'!'!), rcmplat'or l(^

rapporhi

Olii post'
1

, It's IWiituIrs ( 5" > c.l ('

(:i'ii i
-

/,..
/.' '...= *

(*:)
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Chacune de ces derniercs equations se partage on deux aulres,

lorsqu'on cgale entre elles, dans les doux membres, les parties purc-

ment algebriques
et celles qui constituent los coefficients de i. Alors,

en ayant egard aux formules

on trouve

(37) n-r cos;; -}-/- ens
:>.y>-|-.

. .-1- /"'"' cos(

et

(38) /' sin/i + r-sin:iy^t-. . .-I-/-"-' MII(/I i)y

/ sin/) /" sin/f/M- /'"'' sin(/i i)/'
~~

1 3/'C<>8/J -H /'-

Lorsqu'on suppose
/ < i

j

lo module /" do /", dccroit pour (los valours croissantos do n, el dcviont

infiniment petit, tandis que le nombro n deviont infiniment grand.

Done, alors, en vertu de la formule (3a), la sommo ties n premiers

tormes de la progression goomotriquo

(3g) i, />, i'J,> r'f,,
...,

s'approche ind6finimcnt, pour des valours croisaantes de n, de la

iimite

C'est ce qu'on exprime en disant que la progression gcometrique so

reduit, pour r<i, a unc serie convergonto qui a pour sommo En

Iimite s. Alors aussi, les formules (3a), (33) donncnt

,;, + / ...=z
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el les fonnules (^7), (38) donnent

-I" /'''us/; !-/' cos 'i/M-.. .

'

/'cos/i
,

i <.'./ cos/; -(- /-

/-si n />-!-/* siii'.!/j-h...=
;

'

S "
1/J

[ 'i r cosy; + /-

II ost hon d 'observer qu'en vertu de ('equation (/ji), jointe a la

premiere ties formulcs (36), i,,,,
sera le coefficient de ;" dans le deve-

loppemcnl du rapport t
en une sorie ordonnee suivant les puis-

sances asucndantcs ot ontieres du module/'. Hone, par suite, i,(/)
sera

le eoel'licient d dans le doveloppement du rapport

el, en udoptant les notations du calcul des residus, on tirera dc la far-

mule (/ji)

on, cc
(|iii

revicnt au menu!,

Si, dans los doux membros de cetto derniere Cormulc, on egale ontrc

elles les ([uantites puroment algebriques et colics qui representcnt les

coefficients de i, on irouvera

,,
I /'COS/;

('7) llnS "/J

=i.(,_.4 /-Cn 8/>+/'
i

)[l-
+
')'

et

/'sin/* _ '

On pourruitd'ailleursdoduireimmfidiatementlesfoi

des Equations (43), (Vl)- Ajoutons que les equat



211:1 r.MPl.OI IH-'.S 01 VNIITI.S (i M i M I I 'It in I Is

pmiiTiml riii'niv rhv pir-ii'iiliTs
-.nil:, It

1

-, Im nn".

iNmis Eivniis
I'lipprli'

1

plus haul lr, <h'U\ rijinlmn ,

IJIH
>,r ilrduisi

inirdiiilriiiriil (In lliniri'inr dr Mni\ rr, i'l i|in 1 1 .inMnrmnil lr r

rl Ir sums ilr I'snv.
iif>

rn Inin-l mir, i-nl irir . dn .-, ,mn . dr I 'an 1

i>, Si

nil llirmrmr dr .Mnivt'r, mi siili^lilur IVi|M:iM<ui t |(n, mi, ,-> (
m

n^'irill ail nirinr, Ir-.
ri|ii;ilinii',

\ \\\\ rl i mi, mi ji.mria rn drdiiiri

rdiiilniirnl rrllrs
ijiii

li'iiird'uniH'!)!
!.-.///

rl
""

(/
'

L s dr t'its/i. Kllrrlivriuriil . rninnn 1 un ;i

nn (iniirlnni ilcs r

iMMlilil, duns lr (IfV

rl, duns It;
ilt''vrlnp|ii'iin'iil ilu I;IJ<IMU| '""/'_

-

(11 in
/

D'iiilliMirs I'lixprrssinii { '>" )
-

iviluil. pom in n, ..n. ,-r
.JIM iwirnl

:ni nii'iiin, pnnr unr vidmr nulli< dr /, ,, ;,
-.

-

-,
|
intlr lltli

. V ;ilrur

inipairr dr n in l\ /rm, d pnnr inn* vnh-ur piuri-, niiii-i nn^ilivi 1

.

do --//), ;i

n . in <

i. 1. 1 nn in =
i i

, , .

(Vi) (
it

'
'

An oontrairo, I'oxprossinn (M) H n r^iuil, pour // > m i .. mi. re.
|iii

rovionl. an iiii>inn ( pour unr valc.iir i.ulh- ,!,- n ,, t , ;, ., ', p,
m -
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mil', vsili'iir paint i\u n tn ;i y.rro, p. I. pour unit valour iinpuinult! n in

plus Kruiiilf <| I'miRf, it

C.i'hi pusr. Ids ri|n;ilinns (/nj) ol (

:m ) rcpnuluinml i

Ics Idi'iii nh's c.nii M urs

"
,

-
" " '

,,

:"ll
,

I'll'l" /' i

, ,

C.lll"

,1 .i
S

Si, linns riMjunliiHi (
*ii ). on pose n '!, mi rtilroiivcni la io

mi I'tumii! If imw'ii do ntnif nrr hi n'-snliiliim d'unc n|iial.i<m
du Iroi-

ifiiic. di'Ki'f . Miiiitnl li's Irois raciiirs soul m-Hfs, an pnihli'ini!
iln la

1 1 I

risi-cliiiii d'un illicit
1 duniir I wttr V Analyst' <///,' ('///-/f/w.' |,





Ml'.MOlHK

POINCriONS KNTIKKKS IVUIN HKIJIIK INKINI

K'i' I-N I'Aimi'.UUKIl SI'tl I.KS KXI'ONKNTiKUKS

On sail ijui'
It** piiiv.aiin

1

;* ;'i cxpiisaiils variiililns, aitlrmnnil a

t'.i'nini('tilii'l/r\, pmivi'Ml fin 1 rnnsiilrrrrrt iMtininti ill's runrJinns cnliiTOS

iMinipnsri'H il'mi iiniiiliri' iiilini ilr Imin'rt. Ainsi, par nxfMiipIc, pour

di-linii' IVxpMiH'mirlli'
i'

,
c riant la hasti drs In^iirilliliirs lirprrinns,

til ;; uni' i|iiuiilitr ul^rln-ii|iM'
variaMi'. il sniTirail tie dire, ipin

/" c.sl la

ill- la '.rrii- liiujiiiii'!)
i-

mi him nipoi'i', la limiln vni's h|imlln r.onvi'i^i!, pour this valciirs

rrnixMHiilt's (In ni.iiil't'i' iMitii-r ///, hi runrlitin Kiiiirrr.

11 y a pln^ : h.rs.in'uu ailnpd*.
inn' t.-ll.' .Inlinilion, il <-sl naUmil il

rrUMnliY an .-as IUIMIIK nu I;, variahh' a rtwsr. l'Hr al^hriqui! J ol Ton

si; Inn.vi' uinsi rnmliiil. pur lit mnisi.i.'raliun dos I'mirlioiiH oiiti.-rc.s iln

d.^iT iiillni. a la ii..li..n .Irs Pxp.M.m.lirll.'S
a xpanls ( pinl

/v



SI I! I.KS FOM Tin NS I Nil I HI

[I convimil. ilr doiiiirr
i[iirli|Ui's drvrlnppi'mriit'; ;i rr-lti 1

proposition

til ih 1 iiJonltT.rromnii'iif cllc sr lie a us principle da Mis ilair. h", arlic|i>s

pl'i'MU'di'llls. (!Ysl re (llh 1

jr vais t";-,avi't' dr lain 1 rn m-ii ilr
i i j i

Sill' //"i Intirlinin i-ntit'i f\ ,/' nn .tf ;; , , m fin r.

Soil, 3 : : /'
/(

UIK) IjIKIItllh' JJl'll
III l''l

ll-|
II I

1 Viin.llllr' <|u|ll /' t| r^ jj. M ,, j |

iiioilnlr ill
/) l';irgiiiiii'.itl. Mnr I'lMtrliun rntirrr il.- .: nr ',i-r;i ;ui[n> rlmsi

a^M! 1(17

tuiliiinis nl positives dr ;;, li- ilr^rr ilr |,i |iiii-.:uirr l.i pin , ch-v.'.- .|;ui|

r.(!
i|ll'on luiiiiiiii' Ir

tli'ftiv ,it' /,; J'nnrlitm, l':ir -,uih-. | a fuime ;'t'iii'ralr

ll'lllH! rniU'lidii tic 3, I'lllirrp rl ill! ili'i^lT /(, M't'.i

(Hl'l! Illlil
Ijllltlltili! m*'t

Coiic.rvniis inainlrnaiil tjm
1 Irs div

loniiliciii rnlii-rr apparlicintrul a la MM

(')

l s dn iirllr srrii 1

,
mi aura

"I
, Vi Htirunl ilnix l'uin:linii ;1 I'lttirn-, d j, la prrmiiM'r d th^tr

/' - i, la Ki!(toii(!n dti .l^rr /,, Si, d'nillrn.'H, n vin.l i. ,-n.iln- iiiili-lini-

li'i'il.0 lixo. Dans I,
,,,-oiuirp r !ts

, la srri,. srra .l.h- rM,,,r/A',7./r-, rl la

.vwwHt- d la sflrid, c't-Hl-i'i-ilirr In litnili- ., i|,. i. i( ,|r|mniinV par la

formulo

^ ^ * -H,,-l't ',S !-*,=' !,.,.
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SITU (!d qu'ou prill appi'lrr mir fnnvtin/t rntihr tl'itn di^ri' infini. Dans

It- siM'.ontl i',:is, la srrie sera ili\rrifi'/Ui' t cl ti'aui'ii pus ilu sonnm 1

,.

D'aiilre |iai'l,
si I' unine a,, It

1 inmliiliMlc ,/ (M rl n hi Innilr on la

plus ^raiiili
1 tlos liinili's VITS

lt>si|iit!lli>s I'.ntivrr^i
1

, pour <|(;s valc.nrs

'rt ilc //, I'l-xi't

e lei'tne general e;-,t r/,,; a/' si'i'a le. moduli* tie la serie, (i)donl le,

Irrnie general csl ti":;,,
|

Intni 1

II!, pa^es .'IHH til siiivanlc-S (*)|; <!l. la

sei'ie ( O sera rtifi\rr
t
''i'titi' mi iln-i-ri^'iili

1

, stiivaul qint le inodtile a/'sera

inlei'teur DM riiipei-ieiir
a I'liiiile, mi, ec qni rcvirnl all incnns, snivanl,

due \t- iniiiltilr / ili- ;: sera inrei'ieur mi snperii'iir a -

I'jH'.onseqiH'iiro
i n

la serie (i) sei'a toujntirs ilivor^ciiUi si rrxpiTssiou (a,,)", eruissanl

intleliiiiinenf aver n, a pour limitc I'iiilini, puisqne nlors de.vioiuli'a

ll'iihl fi
ipii iirrivi'i'ii. par i-vrinpli

1

, si */ cl, par suite, a,, si- m
an inniluil

pnisqui' alorr. mi aura
|

('

(\[, pill' r.n!i*i''i|ui'iil,

n liui(n,, j". /.

Ail ctMitrnins la HI'TH* (i) srru liiujnurs convcrgoiilo si

(ii)S di'iu'tiisaant imlAiliiiiumit punr di'H vulcurs croissautca do n
t

u

(>i r/-.Vn-rcj ./ r-Kir/n. s.'>ii,. II, i. XIII,

("} tl<'u\'i,'x (> i'otn-fn', <' l-oii' 1

, |, 'Hi.
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donl le terme general est s", on obtiendra la fonction entiere

(8) M . 3 .h5*+...

qui subsistora, et sera 6quivalente an rapporl ^-~, taut que le

module r de s sera inforieur a I'unite. Mais la fonction entiere

i -t-s-h3
a
-h. . . ccssera d'existcr si la progression (7) est diver-

gente, ou ce qui roviont au meme, si le module r de s cst superieur a

I'unite.

HI. -- .S/' la /unite IW.T Inqueltc coin'cr^c,

(
'
\"

itour ties vt/ftmrx croissnnt.cs de in. rexpression i -H -
1

\ ' /

Soioni s une quantite geometriqiie variable, et m nn nombrc entier

quclconqiiR.
On aura, en vertu de la formule de Newton,

el, par suite,

Dana lo second membre de la formule (2), le terme general, ou

proporlionuel a z\ &o reduit, pour n>m, a xero, et pour n^ ou

</H, a

(3)

c'est-a-dire au produit dc la quantitfi

par le terme general

de la sorie

(
5
)

.

> r r^' T^3 :
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rt, pour n
'

/", lit rnnilili<m

d<! Inqnullu nn liri'i'ii, <*n KiippoHiinf /// > i, nl, par siiilu, // > y.,

(MI)

Ola post'
1

,
la rni'iniili 1

( v. ) ilrviri

'
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'

''

i . 'i

"''
i . .,'!

on, i'c
ijiii

1'i'vii'iil ;iu uiiMiii', I'll r ^;i nl ii
ri'ijiiiil

ion (
-_; ),

,
1

,
.'

' ' ' ' '

!'
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D'iiillrnrs In rutit'lii-ii-nl /., nr |iuiivanl, ni vi-i'fil (Irs roriiitiliiH
(j)

1

) of

( 10 i, suni;niMT Ii
1 raiuinrl i il rsl rhiir MIII> si 1'nn nnniiiic / It*

\ i 11, ,/,
i

innihili' ilc ,;, Ic iiiitilnlt' tin pi'diluil

siM'ii, jinin line valriir
(|iit'lniiH|iii'

ilc //, Iniijnurs r^al on mlYn'iiMii
1

ii la

Dtnic on liri'i'a ill- la Ini'miili' ( i' 1
1

IIIMli 'ii
- (ill i . . . 1

/// \ I 1,1 /
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Done la formula (i/\) donncra

( ,fi)
lim

IV. --- Sur les"*e.vi>onenticlles.

Soient J, s' deux quanlites geometriques distinctcs, ctmun nombre

cnlier qui eroisse iml6linimcnt. On (rouvcra

(0

Par suite, en c-onsiderant - oomme uiiequantitc intiniment petite dvi

premier ordro, c,l, en iiRgligoanl, dans le second membre de la

forrnulc (i), le Lorme inliniment petit du second ordre ~ on aura

scnsiblcmcnl

in

On aura, an conlrairo, en toutc rigucur

si Ton ehoisit ^ de nianiore ii verifier la condition

|
_L

,

m- \ m / >n

on, ce qui vcvient au memo, si Ton pose

(3) t =

Or, en verlu de la formulc (3), ? sera unc quantitc

dcpcmlra du nombre m, et qui converge vcrs la lir

ce nombre croitra indefinimenl. Cela pose, on lircra

la formule (2) : 1 en 6levant les deux membres a la

au

6'. - H. II, I. XIV.
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MEMOIKE

SUH I.KS

DIVERS LOGAIITTHHES D'UNE OTJANT1TE GEOMKTRIQDE

Soil s unc quanlite gGometriquc. Lea divers logarithmes de s, dans

le syslt'.niG qui aura pour basr un nomlire donne A, acront les diverges

valours d'uuo quantitfi g6oi(Hrique A duterminee par reqnation

(i)
'VA ==-

Si, c,n n'sduiaanL le nombre A u la base

don fagurithiws Hfyfriws, on dcsigne par X Tun quelconque (les loga-

ri thin os n6()6rieiis d s, on mini simploment

Solent mainlonant r le modulo otyj I'argument de j, en sorte qu'on

ait

3 = p
lt

et iiosons
.r=

A cliaquc valour de
'

z =tf -!-,}'!

correspondra un systftmo unique de valours algfibriquea
de *, 7,

propresi) ropvfisentcr
les coordonnfies rectangulaires du point donU

sera I'aflixe. An oontraire, h cliaquo valour de 3 correspondra une

infinite de valeurs de rargument/,; et, comme ces valeurmreduiront
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i|pnli!S, par la Irltiv
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PS!, ilr Inns r.pux qui on! pnnr cosinns ;

;
et

noiir sinus '. IP plus pi'lil,
al>sl rnclinn I'ailp. dn si^np, p|, par consu-

(iiirnl, rrlni
ijiii

s'i
l v;inuuil quand la qnanlil<'> ^poni<'!(ri(|np

:< se, rndnil

iiu modiilp /'. Put 1

siiilc, si I'nn pose /)
; .

p
dans la I'ormulp (?>}, on

ohlipndra ccliti dps lu^urithinps npppricns dp -", (|ni
SP n''iliiil ii !(/)

tniitiul ;; SP^ ri'dnil ii /', cl qni, pour re ninlil', s<ira ^nrnili'.iiHMiU

pur lit iiulaliun I ( ;i }. (\u\\\ post'-, on anra

(ii)
i^t '(') i r,

cl la i'nrninh 1
( ,'i

1 ilnnncra

(7)
' "-> j L

la vali'.nr ilr 1 Haul
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I 'A"'.

Si 1'int rrihiil lii ijiiiiiililr ni'i(iimHrii|in'
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un aura

ti ,) Id) ii.

dl Irs iliviTrfcs valpiirn tip, /. sc rrdniront ans divc.rsi's valnurs do 1

I'ournins par l'pi[iialiun <H). t'.ps divprsps valrurs do I IIP spronl dunr,

aniro I-IHISP qtip IPS divprs l.^arillmips npprripus dis I'nnilp, nl. il sul'Iira

d'ajnitlpr mix ri ii 1(3 ) pour ol.tmiir IPS divers |u Kiii'illimes nnpprip.iis

dp 3.

Si la utiiinlih' ^Miinplriqur ;; s'pvaitnuil avpr son nimlulr /',
IP lo!i-

nlluiip itPpprtpn \(r) SP rpduirn siiii|ilpiiipnl
a -
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n I
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c.iilrp IPS liniilp* n, j
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hypothpHP, la tlprivp.r dp \(a) t suv.iir, S act|iiifrl
un module

rargtiinnttl rcslanl indpttM'ininp.

Kulin,,si la <[u;mlilr ^t'oiniUi-iqUP
2 so mill it ii iii quantil^ulgA
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1 Ir prcmiiT rl, Ir ilrrniiM 1

iiirinlin.1 dr. la Ini'mulr (18),

mi l.rntivrra

Done, la dilViTrnrr n\ !(;:) sura Pun drs In^arillimrs dr Pi

r.Yst a-dirr 1'inir drs valrurs dn 1, ri la valrur ^rnri'ah
1

ilr A sra

drtrrtninrn par Pn|iialiun

dr laqurllr
nil lirrra

MU, r,r. (ini rrviru! an nirnir, rn r;;ard ii la I'nrmnlr ( ) ),

(<D v
,/

On s(! IriMivr ;IIIIM rainriir an ilirorrnir roiinn dnnl vuiri 1'r.

I'iiiii' nhfrnir Irs i/i\'rr\ tuifnril/iitu's tit- ;: ihuix Ir s
t
y\lt-ntr tlnnt In

r\f Ir nmnhrr A
,

if \nfjit <tf ///V/vc/
1

Irs r/M'cr.v fagnrithmt's iifyrrii!ii.<s
(if s

l><tr
Ir los'iirithnit' rM rl in^rirn <tu tnnnlnr A.

Si Pun drsi[(iir ii Paidr dr la h'Urr cararlrrisliijur I,, rl par la nola-

l.inn I, (/-I, Ir In^at'illiliHi ilil iminhrr /'dans Ir syslrrnr dnnl la Iiasr nsl,

Ir niiinlirr A, alors, rn pnsanl ciHitinr ri--ilrssns n \, (A), nn aura

ii/'t

II sui'lil ilV-li-mlri' rclli- ih'i'iiit-ni Inriinili' an cas nil lr iicnnlin^
1

sr, Irmivo

riunplarr par nni- iiuaiililr nrnnit!lrti|iir y, pour nhhMiir riMpialic

<|in srrl a drlinir ^riirralniinil la I'dnrfiMii 1,( z ).

i,rs diilinilinns ijni
1

j'ui iri dminrrs dr 1(>H'I. dr !.(>) dillrrrnt dn

orll^s
(|iii

(Mil rlr atlnplrr.s par M. Hjni'ling,
dans hi ens srulrinr.nf, oi't

PiU'Kunmnl rrprrsrnlr par la Irllrr
,.

sr Irouvr rrnlonnr onlro tos

PunilcM -r..

"
SuivJinlrtil aulrur, dunl Irs intrvrssa

i
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j..ir M. Mjurlins' i'i'||i>s

i[llr
loiirnissiMil Irs tuniinli'ji i ', \ ,! * n> i. t|ii.in>l mi .ilinlnir j |'nr"ii-

IIM'tll
,-

II 111'
Vali'MI'llltllirrii|Mr Illlr) irlli'i-fill Initl .HI

|i|)l<> ri;.i|r :<
, l| ni

I'lisillhTii
ijiir

II'H
lu|;,ii'illiiiir ,

jinin i|i;iii\
-Ir i|i-ii<v ipunhlr- '^'iiiiir-

lni|iii's rinijii^iir'cs icruni mrurr -Ims
i(ii.tnlil>'-, ^rmi-ii iijiii", nin-

({llilixl
y sn ri'iluil ii 1111 Mumlirr, .| r

pi.ij.f tr|."i HI-O, G-,
pitiptii'lo

Mil MlhsislHIll
pill'* i|IIC

SiMl'. rritiiilti*'. fHM,||h..||-., <|li;m<l
, .".( nil Mill

I ill'
1

IM'HIllivr nil HIM-
ipl.tlllilr jr

n li
i,|in .

si, piir (iM-iitpli-, '.i I|;HIN li".
i'.|u,ihuii',

'
I ) I \ ' I < I 1 M In.

''''I !.,,
i I.,,

s
luitjniii-!. rxiirli^. Si, |H,,I r, X) .,. |,.., ),-.,..,, <.ti

s luriiiiilns (-..r.X (',;), ,| t) n| la prrnni-iv jumli^ i. IV.|m ( liun i '/

snnimlp.siil.wishM'iiiiiiiiiiiiMl la mini 11117*

i-iilrn IMS limih-s ^
v;. i r,, MuU r

/j'in'/r.v </.' Cim.-A, V-ri..
II, I, \]|i, ,,. |

.
,,



I)' I'M! l.H
i Al\ T I T I-

1

, UKOMKTIllnliK. 2!M

/>
I /'"

ii mir qiiiiiililr.
tlonl la valwir niinin'M|iii' no surpass

p;is In mwibi'r "i "ii *< vcrni oldi^r dr Cairn miili'n oil (Innrniln', cello

somimi <lu noinhn 1
. '.'.;;, si rllii csl inlV'i'ii'iin 1

. it i;, nil supm'ioun
1
. J H,

on di'Vi'ii, i'U (''j^ird 11 rr(|iinlinn ((i ), rrin|}liic.ri' l'ri|u;il,i(in (->.(>) pur hi

<-,H)

si hi sntninr /)
I

/''
t'sl nimprisr unlri 1 Ins limilrs -

u, y.-K, ol par la

fimmilt!

si la sniiiiiir /' I /'' '^l I'nniiinsc t'liln- h's lniulDS i;, -MI.
.11

( j i

Dans li- i-.iis parliriilirr IH'I ,:' si' ri'nluil :i i
,
on a simplmnriil

si Tai'triliiu'iil l> d<- - rsl rnmiiris rnlrr Ins liniili's D, r.
t i\\ IN'Miualinii

^'"''fS I I

('A i)
K )

K-> i -".'i.

si
/J

csl rnnipri:* I'lili'i
1

It's liinih-s n, n.

Si ;;, ;;' sitnl deux (|uniitih''s Knitiirlninii'S ('.niiju^nri's,
his ai'{<ii-

I
j

intuits/), /)',
rrdnils ii drs arcs runlnrmt's cnlrt' h l s liinilcs - -

r., 1 ",

sornnl ni'i'i'ssain-niiMtl I'-^aiix
an ni^im pri's,

inais ailVrlrs ill! signns

r.nnlrain's. On aura dnni- aim's

/' I
1

'

"i

c.l, c'liiniiH 1 mi aura aussi
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Sn it'll I -: i'l n ili'lix ipliinlilPH
rnnsljinlrsnn vai'iuhlrs. Si res ipianlil.rs

snnl :il|?rln-ii|iii'ji
H pnMlivrs, uu, m il'auln's Icriurs, si rlltis sr

rrdtlisi-nl ;'i <)rs iininlirt''., nu ;i

H, rn rli'vanl Itv* <lrn\ nii'mhn-. <l' IV.pialinn ( I ) ii hi pilissiinrr
il

ilt'UI'i' //, nil ll'itit\ I'l'ii

iini, pnur i|Ui- rnpniliiui t-'')H'rti'iHl<';iil riisMi'l 30U/ snnl dos

,pianlilcs ^nmMri(|iii>K, il sul'lil (I'a.liiiHtnMjin', thins dnrnior cas,

on sr. Hi-rl th- n-Hr iputlimi
mt'inr |innr tlrliiiir ^iMM-alninonl hi

//m/*/r nil r.i-/m/,.'//V//r
3" tl.uil lii //' t;sl s, el 1'i^r/wwH///

i/. ('.'csl

,.
,|
U .' nntiH IVnins irs.rin;iis. Nmis ultlicnilrmis iiinsi nun tlolinilion

iln 3" tpii r...inpr'i
l( |i-a (VviiliMiimnil nimiiin r:is parl.i.-utic.r,

non seulc-

iiir.nl hi tlrlinilin (.rmHlriiimi'iil
.lunm>

| |:i'. /,a
|

il'unn exnonisn-

ticlli'.iinnl hi hasr A i-sl mi mutibri' qiti'lronqin',
inuis iiussi la (lAilnilioii

,
si In qiisuiliU' KH.rn.-lri.nn'

w ml'l ' tl()lll!)1
'

(
'



Or I'i'tli 1
tti'i'iiii'ii' Itinimli' rin> hi'- ;ivr' lY.|H,ih"ti ,

> it- l.i
|i;^i'

t
| 1,

r'l'sl-it ill re ;IVIM- |,i I'm HIM I
> :i

l.cjih'llr
tin r>i[ . nixlm! l-o

.i|ii'ii
i-lrixl In

tlnlillilini) j^i'lirrali'llli'iil iultilt^r <\\> l.i ti"
("111

> ..IM '' 'I'lill''
ijiliilllilt'

iUI

r-;iK inrniii mi fi'Ilr qn;niii)r . c ,.n- i|Yii c -il^
1 1" n|Hf, m < Mi^nli'i -uil inn'

lilllt'
ptlissEiin'r rniniiir Ir |Hiiilnl ilr /* l.tt linn I-JMH\ i-tiln

1 i'U\.

Si, iliiii't
rri|ii;ilinii ( i

(
hi ijii.uihlr ^i-Hinr(iii|iu>

,; .'rv.iii'Hiil uvrr

Him iiiniliilt' /', iilmv., hi
[i.ulit' .tl^i<|i|-h|in<

IM i ih- h t rhuit r'''lnilr

Jl ft
, 111 valiMir fli' .:- SIMM millc '.( l,i

ji.ulir ;il^i'lii'h|itr
<!'' " )

"
11

pnsitivt
1

, itl uiliinr si !,,
|);irln- iilf:-'l'>M|iit'

tit* ;/ i",| ni'{f,itiv<',

Si hi
ijiiiiiitili' ^i-uiin'lni|iln :. ;,n i>'>liui a hi

t|ii;<iilHt< jl^rln iijlic
t'l

'
r.uhii'^.ciiiiiiin

1
il jii'li'-ilit ,< ht

|t,i;;<-
-.-'m, *.n |inuir,i jinMiilrit

inlu a ruin 1 tm I'ituliv tin tlcitv r\ii'^iUtiiH
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riMiuatiiiti (".') I'miniira pom* vnlcur nirrrspondanlr, tic.

II y ji plus; on sera nat iindli'menl uoudnil ;i hi Coi'mnlr

([,)
< n" -.,./".

rt j i a (Miiiitlitn /'cnlrp duns lit ralml nuiiiiH) liinild d'uno variable

dans l;it|ii''lli'
I"

1 nn'ITirirnl dr i si- n'-dnil ii unit (|iiim(i( pnsilivn inli-

iiinirnl ni'tilr. On sera, ;m riinlrain 1

, naliiri'llrini'nl roiuluil a la

Cnnnnlr

s j | a inianiilr / rsl la liniilr d'nni 1 variahlr dans laipndli'
In r.iHiI'li-

nml ,|,' i sr n'-duil a inn 1

i|ii:mliM' nr^iilivr inliniint'iil ptililr. Ainsi,

t
. M drlinilivc, il paruil

iMinvrnahlr do ne point s'ari-elri' u priori i\ I'mii!

des I'onnuli's r'o. l
( '" |'l"lnl t|n'ii

ranlre, rl de laisscr le raliHilateur

lihir .le si' determiner dans Ir r.lmix .pi'il
I'era dr I'niiium do Taulre

|m
.

,| (1S r(iii!iiilrra(innrt puisiM-s
dans la nature nieinr de la question

qii'il s'aj.:ira tit
1 rrnniiiln 1

,

Kn rruni^itnl dans uiu- seiil.' (Winnie les n|iialiiins (f) r.l, ((ij,
on

(7)
<

'T '""'"

Si Ton posit en parlitmlim'
r- ; i, la IWinule (7) donnora

Par siiilti, t:i I'nrinnle ( 7 ) entraincra hi suivanlo,

(u) < '>" ( IJ1111"'

qui pout olrc snl.hlilurit it ehaeuiin des liquations (i>)
(U

((i).

Si I'dtl |MIM!
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.. nil n si'
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.. i.iidnu''. ('.mm !,
|ii'M|(rii''lt'i.

t|lln|f|lH'S"Uilcs rniililiiiriil ilr '.nlr.f.ii.i ...,-, , ,J'n..'n( , .I'.iult''. Hi'

Slllisisfl'lll
pills t|lll!

-iitli^ 1','ll.Hllr -, inn. lit). 01 ., i|!).Ul-l
'I ti '..Mil tli'UX
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siiltsislrra ^rnt'ii'iilrinrnl pmir <lrs vjilrurs
(|iirl<',<ni<(iirs this quanlUrs

(ri'Miiin'-lritjiios
//, n' , unit sriili'inrnl tpiiiml :; srra nil noinhrr, ninis

cnroir ipiiiml
;' >;rra nnr t|ii:Mililr n<''onu''lriipio qiirlr.onqur.

An ritiili'iiii'i', si duns 1'npialinn

:()

ipti
HP vrrilir ^rin'i'iiltMiii'til i|ii;nnl /, /' soul ili'.ux ninnhros

(|iirli:oin|inis,

on iTinptiUM
1

I'i'ri nuinbrt's
|>;ir

ilrs i|ii;inlilrs ^rnntrlriqtitts o, ;:', on

ni \ srra pas ton]
'.t i-xarli'. KUVrlivrmi'iit, on aura, rn vrrln tin

Par siiitr lYqualinn ill) Mihiiislrra sous la iiH'inr runililinn qur la ior-

niiilr ( ".I i ) ilt- I'arlirlr prrri'ilrnl,
r'cst-a ilirt! ilans If rns nil Irs artfU-

infills n, ji
ilc ;; rl .:', :iU|i|insi'"i

liHls ili'HX rnillpris I'llll'll ll'S lilllilf'S

,:, i .;, tuiiniirunl iinr linnum- yi I />' rcnnpi'isi'
t-nlni Irs inrinrs

liinilt'S. l.nrtipir rrlfi- rmiililii'ii in- M-ra pas rruiplit
1

, alurs, rn vcrlu

ilr lit I'm-milli' ( "" * "ii \ ", i dr I'iirlirlr prrri'-dt-nl . juinlr a I'ltqiliiln

'
'

i
,

nil aura

O.'t)
' .. .'f '^,.

"'"

si la stiininr
/

t /' rsl i-nrujiri^t'
t'lilrt

1 Irs liiuili's
" '" rl

si hi sniiiinr
/J i />

i' ; i| i'mnprist'
t-iilri

1
li

i s liinilrs ", ->.".

Si I'nn ilrsi^nr piti*
::' la i|Hi

t nliti' ^..iin-lnqur y(iiijiiKU
ii s, ul

par H' la qiiituliLn Ki-.initHriniit' .unju^n.'-.-
a , alnrs, rn vnrlu .Irs un(-

linns adini^t's, an\ Intis

I o

11 ' M\
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sri'iiil, tl;iii'.
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n. Nmi-. '''in-'i-i M-t <Mr. > hin ,

in.u -1 MHII-, .illriliin'-

runs ii I'ar^Hiiii'iil /'
<li' . nn > <'n cviiiru- . <i,n< . i'< '(n.iimu i i t >, uni 1

ViiltMir Mlitiii'l'iiini' inli'i ii'ill r mi t"iil -in
[tin

,
> f\i!r .1

. II t-n n"uiltrr,i

ijlTni I'llcVitlil 1 1 1' U \
i|ii;iiiliti"i i;i''Mn-h hjiii-

.

.lUjiij-iM-f
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put . ..iin't".
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c|iianlilrH jii i'lrii|ncs tliinl l;i sniniiii' soil :i

l ir;iitlt'iii". ' In iliMiii'MHiniic, ci

>S, Mlll'S Slll'OIll

UL ^ Ton nuiuiiut
;,,

r.' Irurs mmluh'N m, r,V lours iirmnnnnla, t\\w nous

iti <li-H\ riiiii|iriH
1'iilrr tits limili'S ", r., on wiira

On mint iluur, il'iini' purl,
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rrllr rniirlu-

sinn sillisish'i'a rin'ori 1 si |c Miinhilr / ilr .; ilcvirnl r^.il mi MiprniMir ;i
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i i

rlmr.ini iTrux, I'l'Ml'min'r I'lilic Irt linnlr .

,
.

Dr
jilus,

si Ir iiiutlulr /, '.H|ipu-H- il',i|H.r<l nilVj iciir .1 I'tinili', virnl ii

lii'oilnt iiiilrlininii'iil, in.u .

jinr iliv-n'". ur.m^ililr ., If. ;nn.'li", <.;, i.i',

iliinl Irs vali'iirs riunl iill'iTlrr^ \\\> - i;/nt". run 1 1 ;m r ,

,
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i
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I '
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par r,uiisri|iinil

i.i ',;

Mills, ihins rn ilcriiirr i-ai, mi lnni\i'r;m
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O.llo drrniriT iM|iialioii
nr pmivaul sr vrrilitir

(|iir
dans li< nas oil f-

1

sni'iiil mil, Minis drvnus ronr.lnrr
ijtit!,

duns li
1 ras oil r r,sl,

pnsil.il',
los

ls f.i, (-I* i'l li'iii' i!il]'iTi'i)i:i' i.i i.i' varicrnnl, pour <los valours

h'H dr /', par dc^n-s insi'iisihlits, HUMS (|iir janiiiis la valour

i' dc i. 1-1' |inissr atlcindi'i 1 la limit.!! K, ijiii surpass^ cottn

vidi'iir niiiiHTi<|iir ijiiand nn a r - r. On
[ictil

doiic. nnoni'.iM' la proposi-

tion

Tin UHI.MI. I . iJ'i/il iinnui'f\ tint. r i/nnnlifi'\\ !'riitiu''frii(ii/'.\

ilnnt In Mifttni'' I'*! inn' i/unntiti'' titfii'-hriifn^
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cos 3 cos 3' -I- sin = sill ='.

= sin z {1083' sin s'l'os:.

Done les tommies ((i) et (7) dc la page aai conLinuuroiil de subsisler

dans lecasoii Ton remplacc ios arcs/) et// par (louxquaiilitiisgenmi'-

lri(|iies
5 et 2'.

AjouLons quc des form u les (38) ct (3cj) on tiro non seulemcnt

mais aussi

CM)

-
i IH U slans'

i -(- la n; = limns

j
cos(c + 3') -f- cus(: ;'}

= '.>. cus 3 i:os ;',

( <.'l)S{3 3')
~

1!OS(3 -n- ;') rr '.). sill 3 Sill 3',

(
sill (3 4- 3') 4- sin (3 3') = y sin s cos z' ,

[ sin (; + ;') sin (5 z')
= >. CMS 3 sin :/

;

piiis, eti I'cmplayant j cl z-' par
" H' :'

el par

" "~
''

i.'os3 H- coss'zz: a cos- tins-

7,3)

COS 3 C08G ~ '.1 Ki

Sill 3 -f- Sill 3'= 2 Ki

sni 3 sin z = p. Sill

Rcmarquons encore que de la formnle (i) de la pngo a/
(
a on tire

e5 e5'e s"r= e ?
-'--'e

3"=: f; =-(-='-'=",

etgeneralement

(45) e s e3
e a

. . .

quei que soil le nombre /i des quantil6s guomfiLnquiis , -', z", ..,.

Si, dans liquation (45), on suppose s = s'= z"^ . . . , on tpouvcra
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(Mi! jMitir
sinus rrspri'lit's Irs di-ux riipporls

( |tiVn rnnM
P
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[mis on en conclura

(.S) ,/ -'--
r

sin. I, )' cos.!'.
'I. '.i

Si d'ailleurs on pose, pour abreger,

;). >,

les equations (8) donneront,

- ,
. .)

}

11 r

<;t de ces dcrim'ires, coinbinees avec la 1'onnuln

on lircra

(") ~-h ^ = ,.

Mais, d'autre part, on tirera des formuhis (9

on, cequi revientau mrme,

*' J H J

=|'*-I-I,

ft
ri3([uation(i r), jointe a la formulo (i3), doin.ora

par consequent

Done.. < ne pouvanl etre qu
'

une quantil6 positivC) 0|)

etlarormiile(,3)donnoi'a
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oil, ri 1

tjiii
ri'vit'hf an iin'-iin

1

.

cos::. In hai'tii 1

aliii'limim
1 cl li

1

i r i

Iroiivrra

I'illlill, si I'llll VI'III MirllM' fll l-Vlilrll.i- I.I
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Soil niainlimiiiil, .;' la i|uanlilr ^rniiiiHrique conju^iuw a z, on sorte

quo Ton nil

I'niir passer ill
1

; ii

'

i'l 'It
1 HIT. lan^;; ii m-c. lan^;;', II snl'llra ilc rrin-

iilncrr dans lr Mi'i-uinl inrinlirr dr la Toi'mulc ('! ') nu
(:'>), y |iar /,

nil, r.c,
(|iii

rrvirnl an nii'iin 1

. i pur i. Done.

rtt'i'onl ilniiN qiiiinlilrs j^''i>itn''lrii|Ui's (iniijiiKnpos I'INH* a I'siulm, On

plus,
roiiiim 1

,
en vcrlu ill- la ivniiirqiir I'aile. ii la pa^i! .>..')(),

ls rmlic.aux

snrnnl nnrni'i' iluux quaiilil'''s ^rniurlriiiiirs i'.niijugni''i'S,
nn puurrii tsii

dirr aiilanl, IUMI srulriui'iil ill's ruppurls

i : I

\
' -'

\
I :;

"

mats aussi ilrs rxpi'i's^inn^

nil, IT qui ri'viriil au inriiir, ili-s cxprnssioiis

iiir "in .-. in''' 4 i" -''

<>!, parsuiln, rn r^Jinl aux Umnl.'s f ,'{), (

'

, (d ). (.7

his
qii:itiliti'

i s ^I'unirti'iqiii'S

iitrcni ', HIT I'IIH ,;', iint ii'-i' :', uDMinsii

si'i'.iiil iTsr.'livt'iiMMil rc.iijiiKiM'M's
iiitx i[uan!ili!s ^

K,, i.-nninanl .'. para^niph.-, j'libhi'msrai '|
ll(? lrs f'"'''nul'H (-,<)),

vo c.l ("t) rninridKitl aver Irs Inrimili'M ( 107), (''!<') 1 (
I;

'f))
(l(1 lil

Insqiirll.'s nll.-s sc Iraiisl'nnuciit qiiiuul
on rKiii|iluni!
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par hi Ittllrn i. SniiliMiirnl, l:i t'orrniih 1

(
i ")> dr ri'lli 1 mr/irim 1

It-run

(Halt la I'ormulo (-'I)
rnslrrinlr an ras nil la valrur

imiiirrii|iir dr nu

surpasso pas

IV, .S'///' t't'rtilifli'.'i \
l nl<'ltl's ,v//i.Y///fi

:

/v,j ill's i- i

(ifr'X\in/i t

HIT, tiuij; .'.,
HIV t'nl ,

,
HIV MII

I,r, pi'iiiripr. aiii|itrl
il paniil niiivrnaldr dr rrn.unr pmir drtrriiiinrr

le,s valwirs sillf-lllirrrs dns 1'imdiniis sr Innivr riniin-r a la pa;;r |'i dr

nioti Annlyst*. (il^hritfin' ( '), dans Irs Imiii"! -Miivanhi :

Lnrsqiut, pour Hi) syslrmr di; valrnrr. adi ilmrrH :,n\ varialilrs

(|n'llo niid'rnnr, iinr fiinrlioii d'nm- IMI dr plii^iriirs \ analdi", n'adnii'1

ijli'nni! siMllr valiuir, relic valrur unii|iir
sr drduil nrdiiiam'innil ilr la

drlinition inntnr dr la I'oiii'lion. S'll sr iirr-.nih -;i<, narlirulirr dans
I J

'

lc.(|iud
la dnliliilioi] doiiurr nr

puissi> plu, j'miriiir i iiimnl i.ilnnriil la

valrur do, la limi'lion qur I'IHI i'nii>ddi'n', 'lirrrlir ta limilruii Irs

liniitrH vnrs
lnsi|indlrsrrlli'. fuiii'limi niuvrrj;!', l.unli

ijiir
Ir". \aria Mrs

s'apprndliHil iiMtrliiiiiiirnl drs valrur:>
|i,u1 imln-rr ,

tjui Inn sniii

lisi)i{{n(tos; (It, s'il rxislr unr mi hlilMrurs liitiilf. dc rrllr esiirri 1 ellrs
I

|
' *
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l'liy|tn
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\inf;iitii-i-

t^ ilr hi I'linrtinn pro
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ijlli

sn h'ouvrnldrlrrntiiirr-i, roiiiiur mi ui'ii! dr Ir dirr
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Lidlos soul, par nxnmple., relies qu'ou idilirnl, ru allrilmanl aux

variabhis des videni's iulinies, d snnvrul aiiv,i cell ;m rurrrv

pondenl l\ dns sidulioiiH de e.niiiiittiile.

Si, on pai-Unf, dr rr
priunpr, on rhm-ltr ht valrur '.iii^nhrre du

rapporl
"
dans lenit.s oil, la ronstniile n rdnil reellr el diMiurlr dr /em.

la variables supposiMM'rrllo sVtvaii.mil, .MI rrrmiuaiira, rmninr jr I'ai

romarqufi ft la pagr /,() ( | (
. nimi Atnitysr nl^hn^ir. |nr rrlfr valrur

singulirn! c.st double, ol sn n-ilnil ;'i
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se presenter sous la forme ^ Dans cette dernioro hypothese, oil Ton

aura simplemeiH

laformulc (2) ne cessera pas <lc fournir pour arc tangs unu valour

unique ef finie, si la valeur numerique de jest inferioure ti I'uniUi,

altendu qu'alorsles deux arcs compris dans la formule s'ovanouironl,

ce
tjiii

reduira la valeur elierchce a

Alais, si Ton a simullaiiument

;;;(,, J'^i,

alors, I'uu des rapports

i + v i y

elanl reduit a rnnile, Tautre a i, les arcs donl cc.s rapports sonl Ira

cosinns se reduironl, 1'nn ii o, I'antre a TC; el, comints pour den valours

infinimenl petites do a;, Ic rapport

convergera vers la limite i on i, suivanl ([lie ces valours seront

positives on negatives, on tirera de la formule (2)

y

ou, ce qui revient au raeme,

le double signe devaiH etre reduitau signe + ou au signe -, sui-

vantquc la quantity gfiomfitrique yi sera consid6r6e connue la limiUs

vers laquclle convorgera, pour des valours infinimoiH petites du
nombre E, Pun ou Taulre des deux binomes
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Ajoutons qiie, dans ce eas-Ia memo, la valour do arc sin z no ccsscra

pas d'etre unique, el sc reduirasimplcmont a arc si no;, si I'on a simiil-

tancment

Mais si Ton a, simullanement,

lesfonniiles(n), (12) donneront

i't, par suite, ['equation (10) donnera

arcsn./- arc

le double signc devanl etre rcduit an signc -I- ou an signu -, su
vant que la valeur x de la variable -- sera considorcc comme la liini

vfirslaquelleconverge.pourdcsvaleursinnniinontpolitosd.iuombro
le premier ou le second des deux binomes

On pent observer qu'en vertu dela formule idcntiquo

t qu'en consequence la formule
(
l3

) pout s'eoriro ccom.no il suit

/

J'^vais
deja remarque, dans la on.ieme | C(;on do men Caloul
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d'une, origine fixe an point mobile A, ot 1'anglc polaire forme par ce

rayon veclcur avcc un axe polairc OX. Solent, enfin, .r, j h;s coor-

donnees rcctangulaircs du point A, mesurcus a paHir de
1'orrgiiie

sur 1'axe pohiire OX, et snr un axe perpendiciilain
1 0V. Non

mcnt on aura
.>'==

/'cos/^, y
~ r

et

mais, de plus, en posant

on trouvera (p. 2i(J)

Pareillcmont, si Ton nomme

Z Taffixe d'uu point mobile U
;

n, Pie module el, 1'argument de /, on, cc qui rovienl, an memo, Ics

coordonnees polaircs du point B;

X, Ties (ioordonnees roclangulaircs du ineme point, on aura non
seulemenl

< 3 > z=nf ,

mais encore

Gela pose, si, comme on doit naturelloraent le fairc, on etend aux
fonctions de

quantitesgeometriques variables les definitions gfinfii-alp-
ment adoptees pour Ics fonctions de quantites algehriques, Z dovrti
etre cense Jomtion de,', lorsque la valeur de s determine la valour
de Z. Or, il suffira pour cela quo X et Y soient des fonctions doter-
mmees de -x et y. Alors aussi la position du point mobile A dfilerim-
nera toujours la position du point mobile B.

Los
proprietes que possede mic fonction pcuvcnt etre cle deux

especes difF6rentes. En
effet, ccs

proprietespeuventsubsister pour .dee
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Dans ce qui precede, nous nous aommos borne h considcrer des

fonctions d'une seule variable. Mais il est evident qu'une function

peuldependre de plusieurs variables, chaeune de ces variables 6tant,

ou une quantile algisbrique, ou une quantite geomelrique. Ajouloiis

qu'une tellc I'onclion pent offrir des proprietes qui subsistont, on

pour tonles fes valeurs, on seulement pour eertaines valours des

diverses variables qu'elle renfenne.

Observons encore qu'une i'onction d'niie on do plusieurs variables

peut etre ou explicite ou implieile.

Lorsque des fonctions d'une ou de plusieurs variables se trouvonl

immediatement exprimees au moycn de ees variables, elles son!

nominees fonctions explicites. Mais lorsqu'on donne seiilonient les

relations entre les fonctions et les variables, c'est-ii-dire les Equations

auxquelles ces quantites doivent satisfairc, taut quo ces equations no

sonlpas rfisolues, les fonctions, n'etantpasirnmedialemeiiL oxprimoes
au moyen des variables, sont appeloos functions implicites. Pour les

rendre expliciles, il suffit de rcsoudre, loi-sque cola se peuL, Ids equa-
lions qui les delerminenl.

Souventle r6sultat d'une operation cfFcctuec sur une quanliU'i pcrnl

avoir plusieurs valeurs differentes les unes des autres. Lorsqu'on voul

designer indistinctement une qunlconque de ces valours, on pent,
comme nous I'avons fait dans VAnalyse algAbrique , recourir a des

notations dans lesquelles la quantite soit enlouree de'doiiblos Irnita,

ou de doubles parentheses, en rescrvant la notation usuelle pour la

valeur la plus simple, on pour cello qui parail, meriter davantage d'elre

remarquee. Ces conventions ctant admises, une fonction expliciLo,

representee par Tune des notations usuellea, ofl'rira g6neralemeiU,
pour chaque valour de la variable dont elle depend, tine valour unique
qui pourra toulefois devenir multiple dans certains cas particuliers.
Ainsi, parexemple, chacune des fonctions

i+s + 5 1
, (i-l-=)S e s

, sine, cose., . . .

offrira generaleme.it, pour chaque valeur de la variable s
t une valeur
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Nous designerons sous le nom de type line expression analyliijim

proprc a reprcsenter generalemenl, ou hi valour unique, d'nue 1'onolion

explicile, ou I'unedes valours diverses d'une fonclion implicite. Code

definition elant adinise, la fonction /, delerininee par liquation ((>),

admeltra deux types dislincts, quo presenlenl. los form u less (7); o( hi

fonction Z, detcrminee par 1'equation (8), oHViraune infiniiodu lypos,

tons compris dans la forniule (9).

Lcs integrales definics prises outre dcs limitos variables, et, colics

qui renfernient des parametrea variables, doivont etrc rangfios iiu

nombredes fonctions explicites. Tres souvont, les valours do 'cos inte-

grales sont determinees par des formulos qui siibsislenl. iinifjiusintinl

sous certaincs conditions. Ainsi, par exeinple, a-' utant HMD variable

ri-elle, Tequation

sulisiste uniquement pour des valours positives de x, et doit eti-o rem-

placee, quand x est negatif, par la formule

;o
r'

f
j-i i * t \

y.

tandis que la moyenne arithmetique entre les deux qnaiiti(6a
- K

,

7T

,

c'est-a-dire zero, est precisement la valeur de
1'integrale

" *

r
w

sin(a,x-)

J, ~^~'h"

comspondante 4 une valcur nulle de . Ainsi encore, = 4,,nt one
quantue geometriquo variable, ou, en d'autres term.,, uno v.rial.l.

i^eaux variables reelles *, y par ,.4qn , lion (a)> , a ,.,.

' s n nomm. , le .nodule et p
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iv rul.iori, dovirnl disomilinuo on dovonanl, inlinio

(;,-!;, pusr, poni'mi'mio !' 'linn do la varialdo roollo.r roslo o

dans It- vnisina^o d'mio valour d.Hinor do ,r, il osl. mV.ossairo qu'ii
oollo

vjilr.ur ilc .r rnrrospnndo nnr valciir Jinn* do l:i i'oiicLiiiii. Mais nsl-il

parrillniMMit
urrrssaiir i|nr, pnur la valour d.nmoo do a; ot pour

r.har.Miir ili'-i valnirs vuisinns, 1 rourlinn an|iiioro uuo valour nnuiuc

,-nprrsonlr,. ,.ar
un soul ly|>o j\\r) ? A la rigour, oollo qunslion

pnnn-MU'liT rnsulnr nrnalivoni'ui; .'I, <laus lo oas ofi il H'agil
d'mm

j'nnolinn implirilr <].ii
nllVo .livorsus Vidours r.-pnisoiilnns par divnrs

W i-.v, mi. I-M d'aiitr.'s 1,'rmrs, d'nno iiHir.lion linM la varial.lo x par

um ,
(

'

M|U;it
i ((l! ,,! iuhnnl plnsiours raoinos, on pourraii

diro (jno
c.oUo

|om .(iuii impli.'ilo nsl n*/i////wr r/i^/vr ^v limit tltmnf.es tie v, \nw\n*

lull|
,IM ,

(
, s liners, un aoon.issoiuiM.f inlhiin.onl polil,

atlriltuo a .r pro-

llni , | mi
j
(MII ,; UN aooruisso.nonl iniiniiiiiMit potii

do I'm. .[uolconquo

( l,,s lypos.
Mai. il sl plus simpl.' do r.m.sidoror d.aoun do oos typos

, (im n.o .mo IninMiuii <lHlr.i-n.inrn do .,:; ol pour onou.-.or olaircmonl

1'hvpull.oso
a isn, il suflil do diro ,,uo

,-hao.uuo dos valours do 1.

,.ni ;,, li(1|l iin|l
|i rilo I1H , HMO lunrliun .xpliri.o do...-, <|iii

nw(- conLinue

ciilrc lo-i limili's iiHiii^iH'mrt
a rolti! varialilo.

dolormiiHM 1

par r< i

i]ualinn

(0

Ins doux valours .in'admollra
rotlo 1'onolinn iinplioito, pnnr uuo valour

roi'llo do.r, rimipriHn oulrr I

,r: 1,

sorunl I|.MIX InnrlinnH xpliriloH roprosmUoos par Ics donx lypns
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Ainsi rni'orr, si Ton mniiinn / nni 1 Innrliun iiuplinlc dr ,r

uuiiiT p;ir roijiiidioii

('>,)
i" n;:.v -''.

li'S valours
i|n';i(lnn'lli';i

crllr loni'lion iniplirilr. jiiMir line valrur nVIli 1

i\(\ .i
1

,
srrnnl Irs I'oiH'.lions rxplinlrs ivpiiisrnhVs par Irs divrrs IITIIM'S

(I i

1
, In pni^i'rssioii arilliun''lii|iir

dl rdiarmin ilci ens Innt'linns
I'Xplii'ihi.s n i >tci;i ruiilinur ciili't 1 ilrs

l^s
<|ii{^l(^)Mi|iii's

tht la varialilr, par nuiM'i|iii'iil riilrr IPS Imnlrs

II n'rsl. pas sans inlri'rl dr rapprnrhrr I'ltnr dr I'a

(lit nniliintilr dans Ins foiidions rl dr rniilinuilr dans Irs rmirlirs.

(i'nsl. r,(! quit nous allnns ussayrr dit 1'airr HI prn dr inuls,

(lonr.rviiiis
ijnc, dans nn plan duniir. mi runslrnisr iinr rnnHir dnnl

Ins r.iKH'dumirc.s rrrlili^nrs, rappnrlrrs ii drs asrs rrrlan^uliiirrs on

nl)]i(|iics, sdirnl la variahlr rridlr .r rl unt> I'linrh 'rrllr r dr rcllr

variahlr. Si ronlonnrd )', rniisidrrrr nuiiiiiir rninlinn dr I'alisri'-sr ,r,

st
i\v^lic.id' nl antitinid' mini dnix liniilrs

In ('.oni'lir sum rri'IaiiH'inriil ronlintir rnlrr drit\ pninh, ipn unruitl

pinir alisiiissi's .r
/( .r, (

. II y a pins ; idle oll'nra rnlrr nu, ileus p.iinls,

UHU stMili! l)r;itn:ln! ('.ornispondanln ii hi viilmi' nniijnc ilr la I'niirlinii
.)

.

Si, an cimlrairit, la luiu'linu ) dt'titiMiranl ^vplir.ilr, drvinnl discing

litino c.nlrr Irs liinili'S diiiiniirs, puur rrrlainrs valcurs partii-itlirrrs

*'i .ru , . . . dr TabsiMSsn ,r, laroiirhi'drvirndi'a rllr inrnir disrontinnr

l sn
diu'.oiiiposi'ra on divr.rsi^ hninohrH

IJIK- liinilci'diil ilrs nn

ooiTiixpoinhiiiliu ai'.r.svitlinii'sparliriilii-i'rstlr.r, I'jilin, si I'm

(!oiisi<l<''i'r,(umimmi rdiii'.liitn dr.r, rsl iniphr.ilr rl i| (''(rnitiiM''r par line

oqualion qni admnllr plusiniirs rarinrs, rliaciine dr ri-s rarinrs,
*
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qnand I'oqnalion sora rosoluo, doviondra uno (nnulinii
oxplio'iio, cou-

liniio. on disoonliiino, ii laqnollo repomlra on nno soulo hranoho do

rmirlie, on lo syslonio do plusiours branolios
(|no, limitoronl los ordon-

MOOS o.orrospoiidanlos anx solulions do, onnlinnile. Dono alors dos

hranr.hos dislinclos pourronl ropoudro,, uon souloino.nl ii dos vahturs

diviTses, inais oiirot'o ii uno valour nniquo de I'ahsoissi^ .r. D'aillo-ui's,

dans lo ras on, oulro doux liinilos dttuni'tos do -r, oliaijiio valour do la

Tom-lion iniplioilo )'
osl uiir lonoliou c.nuiiniii 1

. do.c, ol, roprosonlo o,n

oonsri|nonro nno scull 1 liranidn; do o-ourho, il poul, arrivor
i|iio

los

divorscs lirauelios rnrn'spniidaulos aux divorsos valours do r so

ini'-ni'iit par lours oxlroinilos. do inaniiiro ii Torinor nno o.onrlio oon-
j n i

(intio. I'.'osl ro qni aura lion, par oxoniplo, si I'nrdouuitaj' osl dotor-

inoo par IV-qnal'mii ( i ). Alors, on ell'el,, los doux valours do.)', savoir

\
" '

\ ' ''

on I 'a ilil, rnnolions o.onlinuos do ;c oulro los liinilos

I Ics deux lirani'lii's do o.imrlio onrrospondaul.os a ens doux vulours

lorunl donv driui-rircoulV'n'uri's do corolo qni so joindrout par Inurs

'\lroinilo-i, do manion 1
ii roprnduirc la oit'o.iuiroroni'.o onlioro. C/ust oo

INI aura lii'ii i-urnro si rnrduiiuoo y osl dolorininoo par ro(|iialion

,. ar h, mill-In' rniifimir ,|no roprosonlo roqiialion ('.}) poul (>lro consi-

drri'i' n.mnio fuinptisoi' do plusiours hraiudios (jui Hojni^nDMl par lours

oxlronnlos, rliaqno hranrho ayanl pnur (irdonin'^o, oulro Ins liniilos

I'nno dr* valours do \> o.Hnprisos dans los doux pm^rossions

;; i utr. HMI.'-. mr sin.*-, UTT -t- nir. sin.r,
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<Hri!
rn|trnsi*iilnns pur .!.';, (n

Ii

, 4

M'IJH ii nil air
pin- li-, njuaiin

un

111, S,,,- /o /,../.,-.,,M, ( ,,-, .A ,/^.n^r, ....^.^M.,,.,.

l.a varialil

(0

HI u'li



SI II U'.S rnM'.TIONS i.nVI'IM KS. :t7!i

<\ pnlairrs Irs variables rrrllr.s /, /', H pour roonlonueos

nM,|.,n.r,ilaiirs l's varial.lr, rrrlh-s .r, y.

Soil inaiult'iiaiil

mir anlri- variublr ima^iiiaiiT, mi, rn il'anlrcs Irrnirs, uno aulrr quan-

ijli'. .'rniiirlriiini'
varinbli 1

, prnprrii rrprrsrulrr Kal'lixr d'nii aul.ro point

mo |,ilr It
([iii

a pnur r.H.r.lnnnri-M pnhiirrs Irs vnriablrs rrolliis /', /f, rl

nuiir rnnriltiiiiiri':. rrrlan^nhii ri'n Irs varinblrs n'-rilcs .\, I'. C.nmino on

p., ,|i| (
.liiiiH |i pi-rr.'.h'iil

arlii-lc, / M-ra I'oiirlinn tic 3 f si In iiioiivnnr.Mt

,1,, p ii, | A rnliiiinr !< inouvi'innit tin point It, on, r.r
<pii

irviniit iiu

,,, ,ii tr-i varinlil.-. ivrlli-. \, I son! lundions dr variable

,.,-,,, || r; , .,., v . U'aillrin-., n-rlainrM pmprirtrs dr / r.onsidrm' r.ommr

|-n||1
.

)|nll ,[,, .; pniirriuil
Mil.M-.Irr nniijiHHiu'nt ponr r.rrlaitii's vnlrnrs

,),. :: rninpri-.t^ I'nli
1

'
1 ri'rl;iim". limiti':i. par rxrinplr. pour Ins valours

,|,, ;

,,,-oprr'i
ii rrpn-'irnlrr

Icji ai'lixrMiir poinls
rrnl'rrnirs dims nnrrri 1

-

luim. ;mv S. Ajmilnn'it|Hi* I'-- li^ni-s ln.ilr>i un ronrbrs qiii
liiniforonl

rain'SMiTiiiil rnli.-rrinrnl urbitrairr,. On ponrra, pour lixm-lns iilons,

rtl
,,,,

)M ^M- I'an.- S linnfrr ,-Mr. inu'.-nHMil par un rorlain r.onionr 1\M

ril|||plllll
', ,[,, ||.. huilr, un rniiHii's; t-l I'mi ponrra aiissi In si

i-aifiil ilr limih' uiltM'irnrr i't rxtrrirnrr.

(;.,ii,i.l.M-.iM.. n.u.ntru;.nl il'.in.' n.anir.v spr.rialr, parnii
l^s ['..-

1H
, M .

l( ,, I|UI
.

|,, H r..n.-iin,r. ,.riivi.ul
..llrir, -'.nllr M ni fail 1-snjd prinmpal

,lr ,-.'1 art.rtr, rl M u, I'uii n.un.n, la .:niUiiniil6. I'm.r h.s i'oud.nns ties

varial.l-, ima^nui.^,. rnm.nr ,,,.ur
1.^ Inur-lions ilH variable rm'lks,

rrl.r ,,r..|.nrhi
H rallarho fc In ronsi.lrration trs inlininu-nt pd.ls.

it vuriati'

-..l ,,.lil,.. il -..nira rvi,l,.|,,,,,..l .|
l" vuril.l. rAollHS,..,

sol

l ..v,.-= ,/.- ('- ',. ,.! If H, I. IV. I'.
'!'



:i7ii MK \iniKi:

7 snionl inliiiiinriil prlilrs, cl, par suilr. il Mil'lirn ipir Ii-

r \ .i i

soil iiiliniiniMil
|ii-lil. IU'('ipi'ni|nriiii'iil, si If Mimlulr t< ( -..r \,

jKiti'l, his variables -r, y srntnl cllr-, mr ; mlinimnil
(ii'lilf,. r| i

;

snih;, on pniimi en din- ;iu(;iiil <|i> hi v:iri;ihlr iinuv;ui;iii .- ...

Soil inainliMiiiiil,

111111 I'HM'.lioii 'I'
1

la variable iinajsi.iair.' ,;, .-I
snpp,.,,,,!-. .pn-. p,,iir

(ilia(|ii(!
viilimr <li> ;; prupir ii

ri'|irrrtriih'r I'al'lix,- .|'tm
|,,,H,| n-iii'rrtu.-

dans 1'airii S.niMh; tnintlimi a.lnirllf rHrr.lniuin.'Ml un.- r.t/.-n,- ii,,il/ni
.

ctjinie. Si, mi jiarlanl il'im.' h-lb- valrur ,lr ,-, ,,M iiitril.iu* ; , | : , varial.lr
3 tin iKT.n.issriiiriil inliiiiiuriil

p.-lil "_, | ; , 1',,,,,-iiu,, ,-|| t
. ,,.,,. n .

(
.

(
,

vr:|

IMMII- arrniissi! nl In ilillY'ri'iii-r

h

MMtJMMUUl/f] M liiiini'ii tf J 1

'!' 3. CHa pc.sr, la
luiirlin,,/ ( ,; , !u , ra ,.,, |,.., h|f|||| .

lt
;,...,!(. -,,., ,-, ,,,

vr,al,!,.
;:, nVHl-iMlir,. ,,,,nr Inn.r, va |,,ir, ,1, , r ,,ilV. nn-,, ,1:,,,,

lim'" S
' '"'' .r ,. s.

la ifillrrritrc

/'

inlininHMil pni. av,, I, n.n.h.hMl, ;. I-;,, ,r illlhv. t .,,,... Al

plus, r-iaiil

-

'' " lllll" P""" 1 " 1(!l
^l""il..,|,,i l ,, 1 ,rmill., 1

.

,,,,(, A.



It; I I
^ l'n M 'I 10 \s i i) V| | M KS, ;i77

Kn tin, I") I'ju
inn' 1. 1 m' 1 1

1 HI / 1 ,: i ilc la varialilr ima^inaiiT. ;; resse.ra

,1'rlrr fuiilnntr 'I.m ' ! \*>i .ni;i!'r il'mii' viileur
pai'l.iruliri'e ili> 2, mi

ilirj .|iir, |

i 'I'll. 1

v.tlr-iir. <'!! .1 iliM'iinlifiiii-, et ullVe line soltilinn

,/, ,'nnnnini' .

lj". ilrlimlHHi' <'l,iiil .plini.fi., rmi MI|I- I'.ins iTiilnii-d mil! fniii'.l inn

I'v M 1 1 'il i' 'i'
1

S.' < .n i.il'l'
1

,
''''I f luiii'iimi i' I a n I r\ nriiuef* ;'t I'iiitle ilns

* ^
i

i

iml.il it HI ' n M]I Hi- I '.< ' MI nir |>'
I .H i iMiiai

ijui'
ilaiH I'

1

|i
n''i'.e,i|('M I art id

i!,

,-rtir I linn '

\|ih>
ii. i.ih n .1 ;"'in'i .ili'ini'iil . |nnir i'liai|iie

valenr I'm id

,|,. inn- \.ilrin Hin<jHi'
.

Mini'li'li-iiiriil ilrlrniiiiHT, el fles lorri il si't'ii

|', (( 'ilr .!r I'-'-'Hin tilt'', M iiirni-'nl '.\ -'Hi' i':U nil ifesl pas continue

i*iilvr' it*"-- liiml' . .l.tniH , <n.ir< rnnne i'nh'r i|itrlles
liniili's rile, resin

HIM ,i.||i|.i jM.iit >li,t.jin
v.ii.tti juiih.

iitirii- il<- ,: line valt'iir iuii(|iie
el

limr. ',i'i .
. mtiinnr - nil'- *t'-iu lniiii'" i|iirlrniii|iiiMi

ilr la Viirialili' 5,

alh-niln tptt'
Ii' in ' ln|>- il.

I- m.nhit,-.lr ',;. .pi.-ltr i|mt
soil .I'

Ip ... ..- li-n^ur IKM
-

h ',, (M i (l-, ,,'(t , ,,,,.

i,.*-M..u.<iit.t ,,,- J,. t..tM- "IVIh .....v.te .-..Miiniir par rnppnrl
a

|Mi|ii



All I'.oiilrjiiiT, line Inndiun riilinnnrllr, m;u
-

i < i i

disvic.ndra disr.nnliniH! pour Irs valrurs dr ,;

ijui la ivndnml infiiiir

Ainsi, par rxrinphi, la l'i

dovhiiidra disrnnlinin 1

, rn di'vrnanl inliinr. pmtr , .; ni;iisrlli> .< rr

roiitiiiiio dans hi voisinaj^r dr luiitr viilrnr linir dr .. dt .linrlc d,- /,,-, ,

(Irs vii

dnvii'iil (liscoMliiiur rn tlcvriuinl infinir, p<-m ,-!,,. ..n Inn , ( ,i ,,-,,,,

inliiii. (!r nnntltrr rsl ((luiniirs lini Inrsniir / i .: \ si- n-ilmi m,,. ff
| .

I I II 1 M 1
1 1 (

'">" rillioniH'llr. dc ;;. II drvinidrail inlini M / , . , ,-l;,u uiir Innrii,,,,

I'Hlinnnrlh' dr sin ;: d ms ;:. Aiii'-i, par r\i-itiplr, |; t r.Miri| Mn

mill disconltniir, en drvrniinl inliinr,

'inns dans la prn^rcssion arilliiuiMii|ii<

'M; .(,-.

"i" 1
- inliiiiliMlMViili'iii

-ill.',.!.!-,,,,!-,-,;, .vpn-.riilrr
xes

t ., , ( ,., ;i(lh ,.,
l( ,

.

t

stir I'axr pohiirr.

" mv snuvenl

M.ni K i.inir S .Irvirut,

points HMIII.H sur .rrlainrs li
Klll

.

H| Mll l ,, rlj|i(|llll
|1(ll

,

lln|)

is ;ppriln n,,, //,v ,,,, ,/*,'/.

'" lllllro llll ll

"'"'"i'!''" I ..... iiiumu it^,,,, .....,,,, ,,
,!IM ,lm.x I'onrl ..... s.lni,,

,, ,, les



SMI I.KS l-'OM'.TIONS COiNThMIKS. 1171)

vrrilirnl Ics i-nmlllinns

Unite iilnrs, il rxislr mie seulr li^im d'nrrrl, i|iii
nVsl. nud'c quo

I'jixi
1

pnlaire, indrliiiiiiirnl prnloii^re, a pnrlir de 1'oi'i^iin
1 tin nohi lies

Ainsi enriirr, si I'ttn envisage, situs Ir rapport de In ronlinuilr, la

on n niKiifra
(jii'i'llo

drviriil discnnl iniic, 1 miles Irs fnjs i|in\ dans In

vnrialilt 1

iiiia^inairi' .- ,r I ri, Irs variahlct; .r, r vrrifioiil Ics c.ondi-

Utini', filtti's. il I'xi-Ui' (Unix MKIHUI d'anrl qui si 1 rnluismit ii dnux

parlies d'hilinrh^i dn 1'iixc drs ordnnntTH, imh-liiiiinriil, pndfui^r, ilans

I,, slins ( |,. M (ii'dniirii'ns pnrtilivrH, ii parlir dti pninl donl. rordniim'tn

i!9| i, el duns iu sens drs nrilininrc-s nii^iilivrn, ii parlir du point

ilolil rnrdniiiiiM 1 csl I .

l.i-H I'xIrriiMd'-s drs li;;nrs d'arrrl srrnlil imintnrrs pin'
tit r/'r/m'/ ; l(ds

snnl, par I'vriiipli-,
Ir pn|i\ nil. en d'anlros Irrnirs, rm'i^ino, duns In

li;;ni' il'urirl rnrrrspuiidanlc u rhar.unr drs rnnr.liims

i-l Ics drux pniiilii
sillies snr Taxe dns nrdomi6o.4 a la distnnr.o i dr.

ruri^iiir, d;nis Irs deux Iilnrs il'jirn-l rorrrHpondnnUs h la 1'oiidimi
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SI It l.KS KONCTIONS COVI'IMiKS. :Wt

lion dc r,.' mmii plan. Dans li> dmiicr r,as, la portion dumlo sora en

qnr, nous noniiiKn-ons la region (tomispnndaiiln a la lnnd.ion
<',xpli<;ilo =,

nl Ins li^iuis drniir.s on r.oiii'hrs qm siirvironl. do limilcs a (!(?(!,
ri'igion,

sonuil appidnns //'^-///.-.v (wwintt/t'x. Cns li^nos LonniiiMos comispon-
dronl, nvidiMiiinniil aiix li^nrs d'arn'-l, dn ddln

sorl.(M|ii'au innnionl oil

Ic,
|iiiiiil,

inoliiln A donl ;: nsl I'anixr aUoindra nnn li^nn d'amil,, In

noliili! It dnnl, / csl 1'aflixr. al.liiinilra unr li^nii ti

Si Tun ronsidi'M'i', par nxiunplr, la I'onrlion
(ixplir.il.o

on m-miiuiilra, nun sriiliMtiiMiI.
i|iir rcllti ronctioii dovimil. disci

:i> niniil. oil h poinl moliili> A allnnl hi li^,m d'amH roprcisiMih'.n

par la rnniiuln (,'J), r'csl-a-dirr. I'axr dos .r, iiulolinimiml prolong
1

! a

parlir dn pulr du rnlr dcs .r nr^alivrs, niais (incnri!
(|iii!

Icis valrnrs

iliviTsns dr ciilld ruin'.lioii
i'xplir.ili

1 soul, li-.s al'lixcs do points silurs dn

c,oln dcs .r positives, i'l iin'rn roiisT'ipioiH^o c,c,\ii\ loiic.tioii I'r.pn'isonlc,

raflixo d'nn poinl innhilo It
I'.onipris dans tini'. /v^v'o/t spor.iahi, savoir,

dans la purlin dn plan di i s
;i;v <|iil, s'olontlanl. a rinlini dn r.nli'i dos .

posilivrs, a pour li;';nr Icrniinalc. E'axr Hcs n

i

Si a la lunrinui ,:'nn siilislilnatl la snivanlo :



I'll xii don /, a unn dislanm iln pnlr ,-alr on
Mi|.,<ri,.|ir.' i

IM(!I ,.,

riwoii paiv.ourm- par lo point ninl.il,. |1, rVsl-ii-din.. ,. ,|' ;il ,| n > s

LiinniiH, la roginn i

l

,ni'rnspninlaiilr a la runrlion arc luii^ ,:, M i

rriliiirait

il 'it
pti'l.itui (In plan ill's al'lixns roniprisr ciilrc ilriix

lij;ii ( .s h'rinii,;i| rH

M urnvii suiivnil
tjiin deux Inm-liuns

rsplini,-.., ,!',. variahln

iliia^inaiiT ;; snnl I'^jilns cnlrr rllr* puiir rn-l;nnr^ viilrurs dr rrllr

vanalilo, nl, inr;,;ali's p.iui' d'aulrrs val.'iirs. Ain-.i, tmr c\rinnii> ^i ,
r

I

* * * i * i i M i
t

%T | f .

n-prnsniilii HIM- valnut- parlirnlirir d,. | ;t vari.il.l.' ,., I,--, ,|,M i\ Innrli.Mis
cxnlicid's

lion

.

l"riHronl lllir MHMIIH- nmijin'sr ,.|||n> Ic-, Inmlr,., ... i ... ( .....
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sun I.KS I'OiNOTioNs CONTINUKS. ;m;i

mi aver, il'suitrcs loncLinns iniplinles, par nn systemo (ri!<|iia-

finiis don! In iiombn 1

, (lnvi'ii iHi'd r^alaisimii ilns I'oiHUions lls-momnn.

l);ins I'IIM cl Tallin- ran, / ;i(liiii;llr;i, pour c,li;i(|in! valour do 3, mm on

plusiiMirs valours
<]ui pourronl dnvoiiir on inliiiins, on (igalns on(.i

i

I'llns, pour r.nrlainos vnli-urs piirljr.iilirriis do la variable, .-, J,os points

tlont r.ns valiuirs parlic.ulirnts (hi ;: sisi'iml, los aflixos pnindnnit Ic noin

do finintx .v/
///,'// //'r/'.v,

Smt'iil iu;uiili']i:iiil

iliviM'Miis valrurs sui^'.osHivnniiMit. altribunns ii In variable, iiiiaginairo 3,

cl

/ /.,. /., . . .

ilrn valiMirs I'.nn'PspoMchiMlMs d'nni 1
, toiir.linu nxplir.il.o.ou inijilic.ih;/,, (.MI

sorlc (juo /, ilt'isi^iu' unr (low valnurs tlo / oorrrspoinlanfos a la

valrnr ;;, ilo ;'\ /., unr dcs valnnrs do / t'orrcspniidanliis a la valour s,

ilr ;;; i'l ahiHi tin siiilc, Soienl (TaiHi'iii's

\,. A,,, \

s
i|ni niii pour ai'lixi's li'S (piiuililns

It,, II,,, II

Irs poinlH ijiii
mil pour al'lixns Irs

i|ii;mlili''s %&



.W

r.oiif.iniin A, A,, A srra rn
ijiir.

nous IIOIIIOIITDMS Ir rln'uiin (

'

) dii

point A, nl. la c.onrhn ronliiinr It, It,, It ... hrra Ir i-hrmiii rmTrs|

(hint dn point It.

La mil urn (I'll (in I'oiinlimi implirilr /, r'n:,t :i dirr, rn d'aiilrrs Irnnrs,

la natiirn (In rni|u;ilinn
mi dns ripialions (|iii

drlrriniiirnt /, priil rlrr

lolln, qtt'ii
inn 1 ooiirhr roiiliimi! A, A A ... rmisidrrrr roninir rhri

dn point inoliiln A, norrnspondn luujmii's unr aiifiv rinirhr n

lt,ltjt proprn a rrprrsnnlrr In rliriiiiii ilu pninl mnhj|[> H, (jnrlEr

(|im soil, d'aillriirs, parmi Ins valnnrs dr / rurri^.pundaiilrr. ;'i .- ,; ,

nnlln
ijiin

Ton prnndra jionr l'alTi\n /, dn [mini It , II pml arrivrr anssi

ipHM',(!lln. noiidilion, rlanl ^niinralninrnl rnnplir, nv*M' dr I'rlrr dans

1(! snul n.as on Ins al'lixns dn
i|iir[i|iii"i

tins ilrs pninl'- II, It , It
,

, . ,

dnvinmtnnl inlinins, nl on, nar siiilr, la roiirhr It II It
, ,

. M> h'nnvn"

J

riMiiphii'.nc. par In syslrmn dr pln-iirurs riuirlnv* dmil I'liuriinn rrsln

(Minliiiiic, iiuiis s'rlrnd ;i i'tnlini. Mans rnnr nl t'anlrr h\ pulhri.n, si Ir

Crlirinin A A A dn point niohilr A nn rrnlri mr aiii'iin pmnl MM;;II-

linr, In c.lioniin nornvspmnhuil lt.lt It du puinl nndiilr It, parlanl d'linn

posilion ilniuii'M 1

11, dans
laijiintlr

il avail pour al'lixr la vah'tir / dr /,

snra loiijonrs nnn nnnrhr cnnliiuin ;
cl iitnr:., rr drrnirrrlininin n'rlanl

jainais inlnrronipii, n'ollraul aiirnnn hiduliun dr riMiliniiilr, la four-"i *

lion / snra diln h'nt/ii/m
1 din ^j'/*V;, /nvv//;.v;

>'>'.'. :<,, /<irilt\ rin i.

Ajmilmis <|n'min rmirtimi ini|ilini!n / dr hi v;mah!r inia^inairn ;;

sura nvodiijnn sntilnmnnl ruin witn'tir\ liinitt'.\
t

r'rsl a dirn pmtr Irs

valnnrs dn 3 proprus ii rrprnsnitlnr Irs al'li\i"i ilr puinhi M!uri. dans

I'iiilrniMir d'niir rni'lainr airr S, si hi rmulilion ri ilrs<iiis rntim'rr DC

so vnrilio <|un dans In mis nn In rlirinin A A. A , . . dtt pmnl imdiilr A

Ht niiis tiniirlin I'.ontinun rrnrnnnrn hml rnlti'rr daim I'itilrrii'iir ilc

I'iiirn S.

(lonnovons a prnsnnl, (|iiu
I'IMI parvirnnr u rcsmnlri* rcinnainii mi Irs

I
1

)
hi! immdii rftMnill, iippliiplr ii In i-niirln- ipir d-riil It- JH.IHI \. i, .-I.-, -.i

ji<

mi inn lrom|m t iniipluy!- (MHir IK
|ii'itmiiTr fni p.n M. I'UJM'.IX, il, t u tin irimu

i|tiuliltt Mitnuiins ipii n pnnr liu.i ; nn>tn>n-ht"t MI, /.-* Jnm'tinnnil
(
Voir M, Limmi.u, Jtmrmil iiv Aluihf-nttHiyut'x, I, \\, p, i.,(i, )



SI II IKS I-'ONCTIO'NS COM'iM KS. imtl

e.(|iialinns qui sei'venl ;i delenninei' line loiu'.lion implicilc / de la

variable iiiiaj{inaiir - :

,
el a exprimer les diverses valeurs dceelle I'om.:-

limi it I'aidr des ntilalinns Msindles. (les divtirses valeurs deviendrnnl.

des I'lHiclinit-i explicates ile .;
, el cliaeuni 1

. des I'linel'miis explicates ainsi

uli I en Mrs ad MI el Ira ;;encr;i lenient
, pom- chaquc valeur iinie dc. ;, tine

r rnnipli'li'meiil delei'in i nee. Mais ees iiiemes I'oildions

devenii 1 disetmtiiiiies pmir des valeurs parliculieresde :-
t qui

les I'cnilrnnl inlinics; rniiuiie aussi pniir dc^s valeurs He ." proprcs a

I'i'prcseulci'
des al'U\es de pninls sillies siir e.crlaines li^ncs i|iu',

mnirt

iivniis appelnes ///.'//c.v
il'itm 1

!. D'nilleurs, ii c,i!s li^iK^s d'arnM. diuil.

cliiiciiiie liinilc la cinii'-.e du nninl ninldlc A, ii 1'insliiul DM I'liii!
1
' (Irs

\

I'mirl ions t'\ nlh'ih's ri dr^siis ineiil inilliees crssciil d'etre coillinue,

i'lirre'-pnndrniil
d'aulres lilies que nuns avnus appclees liffm'x li'i'-

ntifnih'\ t el
ijtii

liiiiili'i'ttiil, dans les incities rirrnnslanrrs, la course

dll pnilil
Minhile II.

I '.id a p (pic. rnnsidfi'nii* spi'Tiidciiieiil
le eas oil la I'lUic-lion iniplicild

/

i>:il dii iimtibrc dc relies quc innis avmis nominees l'i

el snil, iliins I'lMir hxp'Mbese, A A ,\ . . . Mlic c.i

rrprc'U'Mle MM elicinin allriltin' 1 an pninl
middle A doul ral'lixr esl ;:

;

M ,il ,,,.(. rr It II II ... b' rliemin nirrespuiidanl i|iie
dcvra prendrr le

|H>ii)t
iiinl. ilc It, dmit ral'livc e.M /, en parlanl d'nnc position doimcc Ii,,

d'Mil Tal'liNC eM valeiir parlieulicn
1 dc /. l,e cheiliin \\.\\..\\ m 1

-

rrdnira lui MM-IIIC '.nil i line ..eiile rniirbc continue, soil ail syslrilic,
dc

dcuv mi dc pliiMeniN coiii-besrniiliiiucsi|iii poniTonl ollVir des parlies

,. ,,,,1,1.'*, II sr rediiira cll'celivemenl ii line scnlc, noui'luM-.olilinun, si

|r rbnoin A A A ... no reiii'crine ,un-nn /mint xfrt^iilirr.
ftlais (M'llr

. M ., 1;1 .,,, lam- par le syslen.e dc. denx on plusienrs

i riiilini. si Ic rln'inin A, A,, A,., . . . nil
,1 4 I 1 1 I 4 M I ' + 1 * ',,..,

,|u
scun ,

...,,

pnui.s sin^Mlicr, .I...H Irs al'lixes I'nMrMissnU .Ins valrurs inlinios cl /,

rl la ro.irl n Irs cnMrl-cs dmil il s'a^il
se ramilien.nl loiijours a

parlir ,|c pninln sinKiilirrs|Mi rum-spniiilriiinil
a drs vulcurs d 3

pnMHcsq.Mdlcs, .nnplnsicMrsdc.svalcurs.lelal'uMrlionimplH'.ite/

drvimdraicMl c^ai,s cu.rc dies. Ajuulnns ,|ue,
dans la prnmcre liypin



these, c'est-a-dipfl quand le chcmin A,A,,A...... no ronf'orrnera auciin

point singulier, I'affixe / du point mobile
II, dont le ohontin IJJU* ......

sera une seulo courbo continue, ponrrii <>tro roprosonleo lanlol

par uno fonction explicito do ;, lantot par uno anlrc, altmidu quo
chacunc des fonclions explicit qui oxprimonml los divorses valtws
de Z devra etre romplacfie par une antro fonotion expiicito ;i pailir dn
1'instant ofi lo point mobile It, aprfts avoir cu la prominiT loticlion

pour affixe.atteindra une
lignolorminalcmMTCspomlan to a (sollo 11161110

fonclion. On doit en concluro quo, dans io CUR on uno lonclum
evodiquc 7, admet diverges valours, los divorses lonctioii.s uxplicilos
propres a Ics represenler corrnspondonl, dans lo plan dos aflixos, a

diverses region* separeos les uncs des autros par cnrfainos ft^w.,-
tovnmflfcj. D'ailleurs, a., moment ou lo point It, dont 1'aflixo ost X

t

atteindra une de cos ligncs tonninalos, lo point A, donl |'ufli x os( s,
atteindra une ligne ^/'rtmJ/ oorrespondante.

Verifiona ce s remarqucs aur quel(|uo S exomplos, ol. d'ahnrd sunpn-
sons la fonction implicit

Z=n P=A'+ j-i,

lieea la variable imaginaire

3 = /'
/( .7,-j } -i (

par 1 equation

(5) #=*.

La resolution do oette equation fournira pour valours do / doiix fon,:-
t-ons explicites de 5f donnoes par les formules

(7)

tleux fonotions
explioitos doviendront ogales ontro olios, ot s^va-

O.U toutes d pMr une^^ ia

v

_

-i;
ent, lo pomt dont 1'affixe est nulle, o'est-l,diro lo pol . so,, un

P"<Wl*r. D'aillours, ehaoune dos fonotion,
oxplioit s

JL
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valenrftdflret/j qui vaneront avec ; par (litres insensibles; n ;,

valours do
,-,/> repondra evidernmonl, en verlu do In iormulu (,, ), ,

valour do la fonclion implicilc /,
(j
ui varicra elle-meme

par,!,',,,,.
insensible* av<!c | var i a b| (! -. Donfi aloi

,

f

,

l e point mohilcU, donl / <,
I'affixe, decrira, comme !c poinl A, unn oourho coiUinno |{,|{,,H. , . . ,

ISa resiimn, la fond.io,,
implicit.'. /, lice a ; par IVjpalion ,

-, ,, r ., t

"no roncLinn cvodique qui, pour chaqno val.-ur do .-, aoquiorl ,|,.,n

valours dislinctcsj ot os dcnx valours peuvent rtro roduilos nux <l.-nx

foncLinns cxplicilos
-i- i

tloia chacuiKj dovif-iil diseonlimio, on dcvenant Taffixo d'un
|M.I,,I

o siir I'axfi ties ordonnoos, an moincnl on la variable, 5 dovimii HI,

.

oonse(|n C nco, la pa.-lic d 1'axc des abscisses, aur laqucllo so
r.n.nph-ni

los abscisses inigaLivcs, ct 1'axo dos ordonncos, soul la \\%m>. d'urrri ,i

la lignc Ir.nninalo qui sorveut a limitcr siniullancincnt' la rnur,r ,)

point A, donl I'affix.. ost la variable 5
, el la course du poinl li. ,J,,,,i

I'affixe cst I'uuo dcs lonclions nxpliuilcs ^, - s\ l)e cos doux l.^in-^.
la sccondo, c'eat-li-dirc Ym dos ordonnces, ost prociscMuonl n-llr .,.n

scpare E'uno do I'uutre les regions occupcos par los points don. I.-,

affixes soiU de In forme ^ et do la forme 3 .

Si a l^qujilion (a) on subsliluait la suivante :

^ #H-='=,,

la fouction implicite / sorait encore une fonotinn evodiqnts qni, ,
......

chaquo vflleur de Sf olFrirait generalomont denx valours dislinrt-.
ces deux valours otaut les fonctions explieites delorminoos , 1-.

D'aillonra, ohwune de ces fonctions exp licites devienl discmilhm, ai ,
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I'in suli:>liliiiiiil, iliui!' I'
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de ces memes variables. Cela pose, la derivee He /, relative a v, so

confondra evidemmont avoc le rapport difl'erentiol de / ,
!

i s
r r/esl-h-

dire avec le rapport

des diflerentielles d/, ds, en sorle qu'on aura

Si, dans la formule (3), on suhstilue ii la (liU'tsreiilielle ds t sa vsilour

tiree de la 1'ormule (i), savoir

cl ii ladifferentielle d/, sa valour fournic par une (-(jtialion souiblahlc
it la formule (4) du paragraphs 11, savoir

on trouvera

(/,) p jy_

Si, d'ailleurs, on poso

ou, cequi revientau mcmc,

(6\ fl.'' (I)-

cosnr slum

iquation (4) donnera

?) h y l^^tiosmH- l) v /sinm

puis, en ayanf egard aux formules

ontircra de
1'equation (7),

/ o \

D ^=
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II (".I tu.ii >rbM'n'i'i'<|UMhiii<; Ir- rummies (/( ), ( 7\(H), I(!sd6riv6fts

purlii'lh".
I) /, I),/ \';ii'iriil |^'iit'r;ili'itirMl jivoi: In position dii point

limlult' \,rl M- i i-lmM-iil a ilr-, loili'limis tlrs di'llX (M)()t'(llll! IH'C.H I'lM'.lilll-

I'lilani". ,' .
-If -I' iiM-iur puinl, nn, re i;m rcvii'nl ;in mrmi 1

., ii dos

I'lHirhnti'. *lf i'illlixr '. H'linli'i'
|t;ilt,

I (tlltlis
<|lll!

|l)K I'lHU'lloillll'inti ,(', )'

vai'iriniii |I;H tlc^rr'i ni^riiMililc's. Ic [mini A diM-rira ^rtiiiiralonKMil- unu

,nniln' iMtiiiniir: -'I >i
|i;n

n- |iinl on innir inn 1 ilroiln
tpii CnniK.1

,

.l\rr I'.ivr |iii|.iirr. MM ail^ll
1

i.l
jH'llpir i'l Vl'rilil'l' 111 I'lH'lIlllll! (V), iil

<lt'. IMMI i|.< ..!!! ih'ititr, .(|ijn'lrc ittn^i'iilr, srrn n 1

iju'iin tioniiui! la

,!n. < ti.'ii .|r Li * 'tin I*.' ;m piMiii tlniit il s'a^il, Si In li^nn iltiiirilc par

Ir
pi'iiit

A >< ir<littl :i inn- ilinili*, hi liin^i'iili! in 1

iliilV'i'iii'a pas ilc c.i'Mo

in i-in < ih nil. i ,.-l,i
JIM ,,-, 1 1 t.u 1 1 iiiiiiii'iliiih'iiii'ul tic In lortmiln (/|), (7)

,,n i .'i i

.JIM'
Li ili'M\ri- tit- /, niiisiilri'rt' ruiiitiir I'ltni'linti lit! s, ilf'iponil

en iM-nri.il, iM-ii iMilmirni ill- hi
|M)silitin

iln pninl A sur la li^nr (ju'il

itt-<-ni. niiiin i-iii-Mti 1 <1" l;i ilin-rtiiiii ilc rrlti' lij^ni',
Si iii'llc ilircdiun

i]i'\ I r 111
|t.il

.lii'-lr .1 r.i\t' i|r>, ,r nil il I'll \ I" ll(!S V, till illll'il

J1M
|)H mT,ui,<M^i I.-- Inn- .Ir la I.H'iiinlc ( ;

> mi I H), (in posanl,

i|.tn> t'rllr |.'l MHllr

.., , .

/. SUpp^'l' (' X
|>

MMK <'H

,.,,-lu, rxpli, il- JM, b r luh.ui .Ir l-upiiiliun
nil ilS Aquaon (|iu

MM! muW^/m', ilu muii.s I'lilrr ftiM'lJiinns limllflS
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I'll resluul, I'oucJion c.oiilimitt dr :, |i;ir ('(iMsi'ijiii'iil
dr ,r rl dr i, | ;IM |

qu'oJle mi dovionl, pas inliniti. (lonnivims rnrnrr qni' Irs drrivrrs i>iir

lill(\s du miiittr onlre

satisiasseiU ii l;i memr condition; r.'rsl-a dire i|n'rnliv Irs

dolmens dr. ;, r.har.nnr dn cos drrivrrs parlirllrs soil

Alorsladrrivrr,

h /

conserve,!';) enlrr Irs limilrs ilonnre.s dr ;;, rl laul (jn'rllr nr drvirndra

pas inlinir, unr valiMir iniMjiir ni rrslnnl I' -ijnii cuiiliniir dr la

variable iuia^ioilirr r r(, dr, Caii^lr r.i, Ajouloiis t|u'rn vrrlu dr l.i 1'nr-

uiiilr (7) on (8), rrllr dtM'ivrr ilrvirndra indrpriidanhi dr Tangle 1,1

si h^s drux valrill's
pai'lir,uliri-rs dr rrllr drrivri', reprrM'iilrrs par Irs

(ixpi'dssions (jj) rl (ID), (h-viniiicnl i^alcs rnlir riles, ANirs, ni rll'i-l.

on aura

(M)
";<.

,/.

par C()Msr,<|uenl,

('') H, /: ill,/.

II /: H,/.

(! soil, d'aillnur.s la valiMir du
rap| <l

;

,
. ,-,,

lflll
n . V|rl

(liwimnlpii iiuh)]>mi ( |aiil.o dr la direrli.ui dr la li Knr ,]
tl r drr.rir;, In pniul

"'liln A, ol, so rnduira siuiplmurul i, ,- |,i.!li,,.i drs v;,rial.les

rAolles
.*,.)', ,,u, rn qui n-vi.M.I au luomr, a urn- loiiriiun ,!r la variuhlr

"imKinairn s. D'aillrurs, pour ,,,.,, r,.|(r rrdurli.ui t'Mw.Hw, il rM
'

n/icnssairi! (iu< la di'i'ivrtn
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i'Vf In iiu'inr v;ilrur qnaiid In dim-lion di; la li^nc. il(''Ci'ili', par In

iiit A df virnl |iiir:illfl(*
;i I'iixi 1 dcs .r, rl i|u;uul cllr drvHsiil. piirallrle

';i\i' ilrs }", m riiiisriiiii'iirc,
il rsl iirrrssairn ijin

1 Ins dr.i'ivrrs par-

llrs tlr /, relative ;i .r rl ;i
,)-,

savoir !>,./ d !>,/, salislassisnl ii la

n r\|ii'iinri' |i;ir
In forum I r ( r 1

).

Dans If r;is sprrinl ijun HUMS vrnniis irimliqnrr, la diiriviMi l) : /stira,

ssi him ijiif /, ilu imiins tuili'r ilrs liniilcs (hnnn' i rs lit
1

J, uno 1'oin
1

,-

titntitn/nitin' ili' t'i'llr Viiriiililc,

An ri'!>lr, puiii' ipir la ilrrivrc I) / snil iinr. roniliiiii iiionndi-oiiir d

l,i variiihlc iniii^iiiaii'i
1

;>', I'lilrr tit's liniilrs dtnuiri's dt 1

,",
il ii'r.sl. pas

ni-rfssairr i|ii'i'nlrr
res liniilrs, In Iniirliini /soil (illd-nirnH' inono-

: il sul'lil t|iif
It'-s ilriix ilrrivi'-rs |uirlii'llcs

ihi jiri'inicr
ordrc,

It,/. !>,/.

,-.,. M.oMmlrmn.'s tMi(r h's limilns donl il s'^il, salisliissisni h

N.ms aiiiH-llrrniis nwnntfM unr I'onrlinn donl la dnriviio sura

. Kn vnrlu d' la ri!iiitin|iii- prniMil. n onfin tl la

Vi.nahlr iiMU^iiiiHrr :: |inrr:i
'Mr.' nu.no^nn unln- tins limilos clnnrs

,|r 4. >.IH I-IIT rimslaimni'iil Miuuudnnur nnlni nw mnmiw limitrs.
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M,

Hit, ri'
ijtli

I'fviiMil nil

,.,.,.... -i. fr.li, In frmHl(:i)'I'' I" l'K a 7'.

W dn D,X, ,/ ^ront, entro des



S|

""

1 -' -

" Nl
I. / f. /

,. ,

''" "' '' 1 '""'"' la l|V| "' "< '"..- ,,;( ,,

'HSljIiriMI'Ml ill- h, \, ,(,.,,
i



|\1K,MOIIIK Slllt I.A

FUNCTIONS KxmciTKS ou IIFLKMTES

MMINK (Ml l)l<! I'UISIKIIHS (JUANTITKS (MIMK

l.os prinr.ipt's ohblis dans I'at'l.iolo prtio6ilmU pcrmollont d'olilonir

lariloinoiil los dilloronliollos dos fnnotinn.s (1*11110 on do pliisiourit

i|(i;inlilrs KiiiHiiiUrifinrs, i[iiiiinl
ITS ('(uiclions sn Iroiivunl. oxprlinoos ii

I'iiiilr ilcs niiliif ions iiKiiollos. Do plus, on parlant do c,<>s priniiipos, on

riirdiiniiil ;iiKoun'iil. quo Irs I'onmili'K ot los pnipdHiliniis rolntivoH ;i la

(lilloronliiilinn dos rtinnlions ill! variahlos roollos oontinnoiil ^unralo-

iiicnl do snhsishii'
(jiiiind

ens variables di.'vtonniinl. inia^inairos. Ainsi,

par oxoinplo, / olanl lunoliun d'uno varialiltt iinii^iiiairo 5, on unni,

) on I'ii
doji'i roinfirqin'! dans I'arliolo pnict'idtMiI,

i
i

l / t'lanl MHO ('(million <lo plusiiMii's variablos iiuii^inaires u, t
1

, ir, . , ,,

nn aura onorii

I. rs r(iriniih!.s (i ) of
('.-.)

lonrnisstMil. liw roglos cnnnuns pour la dclenni-

nation dos Iniicliniis do Coiiolions ol dos I'mirJinns ooinposi'sos.

l,;i ilillYirmiLiiilinii tlos I'onrlions (jnliocos tl'imn variahln iniaginairoj"

N'oH'ootm; do la moino inanioro ol conduit aux monies fonnnlos quu

duns lo uais oil tintto viirialilo osl, i'6cll. Aiusi, par oxomple, a; 6laiiL un

iHimliro onlior tjiuitcouqiH), oL (/, b, c, . . . dos connlaiiloK i
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1

' des valeilrs i '" asi " liiras> comme pour dcs vi

et, par suite,

(0)
!)-= =

<" D. 5-=_ w .^-',

(8) "'<+*= + '+.. .+ * S ") = 4 + ans +.. .+ <.,._,,

^mjme
rem.rquo ,'appliquo anx londions raiionnolles d

-

un(1enable unag.na,,, 3 . LCU ,s diflere ,, ( i (; ,l es ol lenrs d^rivie,, o
X() ,i miV,

o_fonc,o
M de ,, Mnl p ,, cis,men( ce[|es

-

Conid4roiis minlenant 1'exponcntielle et posons

3 =,7- -(- ,;_

Cretan t r6els; on aura
e= =:(>.( vl_ c .,.cr ,

ou, ccqui rcvientau nieme,
e-=

.[_,.,

on en conclura, ou Agard a la formula (2),

deS=^ t|i r
-

J
_

Ij
. tie .-.

de fleU. derniire equation, oombinie avec los formu].s

par consequent
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Kn parlanl do la foniinlo (i)\ on (lolorminora sans p<!ine les dilft-

I'onliollos ol. It's dr.rivoos (Ins exponniHicllus qui auraionl pour base un

Mombro aiitro quo r, oommo anssi dos fonr.l.ions enlioi-os on nujine

ral.ioiiiihllcs ilVx|wiir,nli()ll(w i|ii(!loon([U(is. Ainsi, partixtiinpln, A eUint

un noinhrit
(|iiIcnii(|iio, cl nlaul Ift In^aril.hnii

1

nqiorifiii de
,
on

ilr.iluira ilc ['Aquation (jj\ jnintc a la I'onnulc,

I) i
1 in r Hid, ilc I 'rq nation ( ()), jointi; atix I'or

on ili'-.diiira imiiinilialumiHil ls (lillrriinlicllns rl, los durivAns do coso

nl sin 2, ronsiilnrros {lonuiKi ronr,lions isnliri'ds (In roxponcnliolh} r 1

,

rl Ton troiivt'ra ainsi

( i ,'1 ) (I cos :. sin 3 il:., il sin o -.-.. i'ns :. d;,

(l.'O " I'nsj: sin;, |). sin ; : : ctiss.

Mnlin, dos loriniilos
(jiii prri'.i'diuil, joinlrs ft

('(''([iialion (a), ()!)

drduira sans print! Ics {lilleriMilifdlfts nl Ins ilnrivfios d'unii infinite d

I'onrlinns oxplirifos d'lini'. on do plnsioiirs variables iniaginaires.

iMtvuiis, pour lixnr Ics iih'sns, quo

u unt! Intirlion do la variable imn^inaii

; : .!} n,

,*:, .r, ,V, )' olanl ds variablos rt'udles. Pour que Ton pnissc dfiduire de

la Connulo (..), <t( do calks qui la suivent, les valeurs tie la diH'6ren-

liollo d/ til, do, la dorivtii!

<Kuvi'fx <!' ('. -- S. II, I. XIV.
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il sul'fira qne Ics variables imaginairos 3, / puissent etro eonsidorons

comme liees Tune a 1'autre el a cerlaiues variables auxiliaire.s

detelle sorte que les diverses variables etanf raugees clans un certain

(mire indique par la suite

I'unequelconqufld'nntreellos, //parflxompio, soil. iM|uivalenlo a une
certaino fonction rationnelle dcs variables suivanles :

I', If, ---- o,

et des exponentielles

", K" ..... =,

on de quelques-unes dc ces variables et do ces exponcnliellos. Dans
cdtte Ijypolbese, ladiffepcnticlle de

, cousiddpoe commc ioncLiuti <^
,-',

', . . . , s, sera fonrnie par une equation de la fonm;

IadiirerentielledeZ,considcree commc loncliondo . ..,//,,-,, . . 5
sera fournie par u,ie equation analogue; el, si de eette'dm^re mi
ehmine les valeurs des differenlielles

'lonnie. par la formula
( l6 ) el | es formulo s ,| nif, lnfl t

.

S|lte(! , ,-4
lion resultant, de 1'elimination dilermincra lo rapport ,lilKrm,li,l
e /a s

. ou BB d'autros termes, la deriv6o do / oonsi(l r6o oommo
onnuon dc, a seule vadahlo s

,

-

pw consent ) valour cll(1 h fi
<le DA D a,ll 6Ura

. cotto valour deD^sera g6n6rale,cnl, ainsi quo /,une fbnc ou co

;1

t,nao d. la variabh, da,ls lo
V()isillagcnn,e aUr,bu6e a ou d u moins ,os sculos vdlenrs flriioa

quol.es oe(l e condition no sera pas ro^lio, seront do.
pi

'

opl !

xes <c - i-- poim. is0 i fe fll
.

-P.., les uns dos au.ro,. La ciroonstanoe partioulioro ,ue nous venon,
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Siippnsuiis niiiiiilrnanl
ijiir

Irs Irnm's ( |c l,i suit (

.

, , ,
t> ,.,.,,,,

.

.
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li's
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cs i'l (Ins rxiHMiriilii'lIrs

It's scn.n.ls NH-iul.i

(ili'liin i S"inn!s ilrs

iiijirlts .rs i

lions nsl
r{riil iin unmltrr dcs Viirinltli-s .
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111 s MINI, THINS r.\i'ui;rn-;s in nii'i.icri'KS. 'ii;i

i'l, par Miilr,

r(, par sinlr,
t

,1

nil, re
i|iii

I't'Vii'Hl all nii'Mir,

|| r->l Itnn il'itlisri-viT
'|iii',

iliins Ir r;is nn Ir iioinliro (Ifis varialilrs

.niqiir.
il'mir tiiutr Ir iiniiililT ilrs i!c[M:il.iiins iillX(|ili'H<'s

r.rs vari;ibl(!S

suiil ;i-,'iiljtMlirh.
nn

(trul
nlilrilif hi (lillrnMllii'lIc (I/, ol, ['""

y " !l " '"

ihirivri' I) / ilr / ninr.iilri'1' mitiiin 1 lonrlinM do ;", (Hi en '

rnmmr on vtrnl tlr Ir ilirr, irs rcjiialiims donnrrs, nit <

dn rrs npialions su|i|insrrs
rrsolillilrs la valour <l"

lianl rrllr vuli'iir prrsrntrr
sons lalnnnr
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fli,6|,C|, . . .,//,;3.'>3t c sf . . . ,/> a ;fl a ,6 ;i ,c :i , . . .,/*;,;, A,,, e,,, . . ,,hn

etant des coel'ficietits constants. Le prodnit

(>.} fyiv...s

de ccs fonctions multipliees Tune par I'autro dans un ordre determine

pourra etre decompose en prod nils partiels donl chncun renfonneni

un coefficient constant avfic n facteurs variables (sgaux ou inegaux; (it

Ton pourra, dans chaque produit parliel, conserver la trace de I'ordre

dmis lequcl les multiplications sont elTeetiiees, en ecrivant le prmnior
le fiicleur variable

([iii appartient a la fouction A; puis, a la suilc dti

celni-ci, le fact em* variable qui appartient a la fonction
p.,

. . . ; puis a

la derniero place, le facteur variable qui appartienl a la fonction ?. De

plus, apres avoir ainsi dficompose le produil (a) en plusieurs (ernics,

on pourra, dans chaque lenne, remplacer le produil des (aeteurs

variables par uiiu quantito arbitraireinent choisic, ot mcine subslituei-

deux quantiles disfinctcs a deux produiLs qui ne difrereront eutre enx

quo par Tordre des facteurs. En verlu des substitutions de celtc nature

le produit (a) se transformers en une quantito nouvcllo que nous

appellcrons/j;W// symbolique, et que nous designcrons par la uola-

(ion

en renfermant le produit donnc eutre deux trails vorticaux. Nousindi-

querons les substitutions elles-memes sous le nom de trammutation a,

ct chacuno des quantites substituoes par le prodnit auquet on la

subslitue, renfermc encore enlre deux traits. En fin, nous nomincrons

clefs algebriques les variables a, p, y, . . .
, yj qui, momen(an6inent

admises dans le cnlcul, disparaissent quaud on passe du produit (2)
au produit (3), ef, nous d irons quo-ce dernier produit a pour fncteiirs

symboUques les fonctions lineaires X, ;j., v, ...,;.

Supposons, pour fixer les idfies, que I'on ait /= a, n = i-t, on sorto

quo les tommies (i) sc reduisent aux deux equations



A i).

''n cllVl, i'!i supposiint
i i i i""^""t '' ' h 'i'' '.

,>
<'- nji'llii's ;iu\ li'iiiisiintliilions (T). nu tnnivei 1

!!\ / /

,''''>- ''>
'

<'',/', ,t/<,i(, !

.'|A../(,,

1 """' " '' s " !l
- 'n

Miiillip|i;uii I'IIIH-
pai

1

I'luilrc dcs I'oiiciions

lit"' in
1

'' - !' I- i ,i!; '!.!
h|in--,, HII rnitslniil fii

f|iu<|[|ui! surlc 1111 motile

>i tn 1 1*.
pit-

1 .1.
{

n, in i lint .n liilniirrinnil chuisics viiMinciil pri'inl rules

pi-'
1 'I -l'"iil *..-.

njii
-

j..ti
Irs ilivi-i'M pi'uiluils ilc ccs nirincs cJt'l's.

! .

].!".lini .utili<'lh]Mi< .HUM "life n n
itcpi-iiil lunl ii hi 1'uis cldcs cool'li-

! HI > tlr-i . Ir*'. .Km It --i tMii.'ti.tii'x linriiii'i's iluniH'cs, cl (his
i|iiimliU's

,nU hhn ,, ,-i), in i'.Hi!|r>> h'l'liH 1

:., ilc la niillll'i' (Ins ll'lMISIlllllillioilS.

< 'u ' ->H. *-u, .jn'rh 5 ,n nut ilr n-llr niiliii'c, nn pniduil syinlii)li(|iic pent

--*' 'p. HI !".
j.n-jit

ii-'i-' t

.(in Ltrtlijt'iil iMilnlilciiiciiI hi (li'inoiisll'alidll

*i 'tin Mi. '.. .;(,,- ,<?! la .uluti'Mi <l MM
|ii'(ililrnif \ rlHinhiloir du niilcu-

Lih ni . *iM -i -f- ,t hniMi ("> h ;iii!.inul;iliniis ipii
hii pi'i'itielhtnt

I .illritnli ' iM". HnHlll) 'll^ ll .tV.Ilt Ii* Illll
IJU'll

s'l'l JD'OpOS^.

''!, ' si ,p!t(j.t:inl
1- . uuf jltM'> t l'llt';s>ll'i ItH'lllilMUICCS, 01) IHHIIDII 1

'/,

Hit i<VMli<a ! .!'!, .dtfrlfi iiih". ntiwrrs iliins nil c.iH'liiin ordl'i'., In
I - '

I '

,j';
i!iUI. -Irlri IIIIIMT \\ ill]

pl'lllltlil
/. SCI'il ill(li(|U(U!



V-20

Si, thins ri'lli 1 I'linmili'. <m vunLni
.i:|tj>itni<

j i- {i.ni . ,- !ii, },- ltUl .

I'Sl I'l'lll'l'l'llll' If irutlllll '. nil ticM.ii! 'it In* HP l>im>

Mli',l|l|<M ,i!| ',i;tlH' nil

i'
j'.ii ili'j.

i

i'in|'l"M> II.MH

;i'nn'i-s
.jur

i

Vlllllllll' lit
1 n-l .MUl.i;,' i

SIVH I'll
|l|nj||||

,

>.\llil>.t]|,|Mr

il I'lll'l, rilM'iilll'l'Mtl-) <r,||l>.|<l I.I M

T [ri'inr-> iln l.ilil, ,ni

lils nir



SI It l.KS CI.KI'S AHiKHHIQUKS.

SHIP* t'rl Ir ruinlil inn , I'un ;nir;i

I'M -v I

l\> j;

rl l.,
;/.

M-miii \\--\ J'ni-ti'iirs sYtHlHtliifnrx ill
1
. In rrsulUnh! .v.

Si. ;ni \ I n cm M 1 1
1 s i ') ) on sulisl iliniil h-s suiva tiles :

l.n|iirllr il Mil'lii-ail tin jinsiT /.'}
t |Miu i

1

t'dti'imvoi' 1'ftqun-

(1 1. |(nnan|iinir' iTailli'iirs
qiii'

la si'rumlr. (ti
l
s I'nniHllrs (7) pnut

il 'tint :

nil .M
([iiiiinl

mi y suppose

t limp-, li'linilm', li'-; Iransmulalimis (7) soul, huilns Irois

,

|,
n .,r. ,|,i t i l.i I'm-miilr (n. Hnnr il sut'lil dn nirtiurir a ditto I'or-

uiulc ( .1 ,.'11."! inn '/I'M dniluisriil. pnur oblnnir Pi!qual.iou (H), (M,

|iai
.

,,,. ,- ,1,.,-ninpnsi'i- I'M I'lirlnurs sviiilndiqutis la soiniiidii i
'

,,|i, .,,,,.,. ,, r'i'-.i ;i-din- la ri'Millanli' alm'-hriqur i'(ii'iin''r avor, los
({iiatrft

I I'l III' . illl IlllillMtl t I >.

i;,,,,.,, (|,.,-,,IIM iiiainlrnatil la SMINIW alliTiiiM' .v ('oriniic a\'(ui IHH divors

\""
*'- " ''"

, i.. ,i
,

I-
,

< .i.

\ .!. /'-,. "',,. ' /'



[< nombrc des leUres a, /, c, ...,// ctant
eg.il

s\ n. Heproscntons d'ail-

leurs par

2, (3, Y;
. . .

, yj

n clefs algebriques dislinctes, oL par

),, fi, V, . .., 5

" Ionctionsliii6airesdecesmemes clefs. Si I'on dnnneh cos clefs pour
coefficients, dans les fonctions lineaires \, p.,

v
, q t los Ku-nics qu<s

renfennciH la premiere, la deuxieme, la troisicme, etc., la (lerniAro

ligno horizonlale du tableau (5), c'est-a-dire si Ton pose

7 =
,
a. + i, (3 -i- ,;

, y + . . . -i- //, v,,

Ifi

produitsymbolique

(
' 3)

|).f*v..

sera evidemment une fonction lineaire du produit
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Si, en conservanl la formulc (1/1),
on rempla(;ai( les formules (i5)

et(i6) par les suivanlcs

alors, a la place dc I'equation (17), on obticndrait la formulc

ou

('.'.a]

dans laquelle il snffiraitdc poser

apy...-/l

pour rotrouver 1'equalion (17).

Au restc, pour dediiiri! les fbrmules (1/1), (iH) ot (19) dcs trans-

mutations do la forme

il suffit d'admctLi'o quo les ImnsintilaLioiis de cntto i'orino coniinuenl

de subsisfer quand on introduit nne on plusieurs fois dc' suite dans les

deux mcmbres, ontro les (raits vorticnux, de nouvcaiix faclcura aux-

qucls on assigne les niemes places, et qu'cllos conl.inuont encore dc

subsister quand les divers factours no sont pus Lous clistinctslcs uns

des autres.

Ainsi, par example, si les clefs quo Ton considoro so rcduisenl a

trois,

. P, Y-

on pourra evidemment, avec ecs trois clefs, former les six produits

symboliqucs

(23)

'

Alors aussi ies transmutations de la forme (22) seront au nombre dc
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premiere classe on dans la seconde, suivanl qu'il aura pour imlico zero

ou rnnite.

Solent maintenant

'i. !*

deux produitssymboliquesdisti nets formes avoolosw/facteurs do n nes.

On pourra deduireleprodnit |x|du produit |i|, soil a I'aidc il'im soul

echange opere entre deux clefs, soil a I'aide de plusicurs ^changes de

iictti! espece, elmeme supposcr chaque echange opere cntrodonx clofs

jnxlaposecs, c'est-a-dire entre deux clefs dont Tune suit iiumedia-

lement 1'aiitre dans le produit symboliqiic 1
1.
En e/I'et, a I'aide do suni-

blables echanges snccessivement opcres, on pourra lonjoiirs, dans l<;

produit symboliquo 1 1|, amener une cfefquelconqnoa une place quel-

conqne. On pourra, par exemple, amener a la premiere place la clef

qui occupe effectivement cette place dans le produit |x|; on pourra
ensuite amener a la seconde place la clef qui, dans

|

y,
|, oceupo cello

seconde place, etc.; el conlinucr ainsi jnsqu'a c qnc du produil syin-
boliquc |x| on ait deduil le

produitsymboliquc 1

1
|. D'ailleurs, lorsquo

dans nn produit de m clefs distinctes on cchango onlre elles deux clofs

juxlaposees, nn lei echange fait evidemment uaitrc ou disparailre unn

seuleinversion;parcons6quont, il fait passer ce produitde la promise
classe a la seconde, ou de la seconde classe a la promiftre. Douc l,s

produ.l8|i|, |x| appartiendront I'nn a la premiere das.se, 1'anlro a
la seconde, si on pent lesdeduire 1'un do 1'autre par un nomhro impair
d echanges successivement operes entre los clefs juxtaposm-s- ils
Boront do memo classe si le nombre des

eehangos de cotto eHpftoo, a
I a.de desqnels on pent dAduiro |x| do

|i|, est un nombre pair
Si Ton considerait, dans le produit |i|, deux clef, a, p ( | ul la

secon e
oceuperait a la suite de

, uon plus la prominro, a.ais la
Place, I ufn,,l, pour Danger cos deux clefs entre ellos,d amener a 1 aulc de

/echanges successivement opores entro dos clofs
jaxt.po.ee,. la elef, a la place pri.itivemont occupeo par la if
Zo;7Z'?M p

1
8hplM8p^Bl8k^

"l 8 de/ ~ I autrcs Ganges oiJoriseucoroeutiM!
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I'lli-Ms nuasln.plmpu's <1i>nl rlianuu-
expri,,,,, quo dims produiLs
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1
. dc. 1'aiilri!. Supposons mail

li'naiil ipi'il
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'"" ""'
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ilillV'i't* pas di 1 la premiere.. Aloi'S Ins
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itu, IN' i

ct, pur siiili'

11',)
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'.!x|: MI,
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facteurs no sont pas toutes distinctes lea unes des autres, la frans-

mutation (i4) peut etre envisages comme unc transmutation anas-

trophique dans laquellc les doux facteurs eohanges onlro cux stnit

rcpreseiites par la fneme lettre, Ainsi, par exemplc, Ics deux trans-

mutations

se confondcnt aveo les deux formulas

(3 |

= a|3|, y.fia.
-"-- a

{5
a

,

c'c.st-h-dii'o:ivocIcsdeuxtransinntationaiinasl,ro|)hi(ju(!S(lnnHlesf[ue[lcs

les deux clefs echangees entro elles sont rc-pruscntocs I'IUHJ et I'jiulrc

par la Icttro a. Ajoutons quo, dans les transmutations dc, (;ot(.o csptec,

on peut sans inconvenient ecrire .sous la forme, do puissances un pro-

duitdfi facteurs consecutifs egaux onlrc cux. Ainsi, on particulier, la

transmutation

pourra etre presentee sous la forme

Les notions precedentes olant admisos, tionsiderons uu syfilftmn dc

clefs assujetlies a verifier les diverses transmutations anastropliiqucs

que 1'on peut former avec des produits syinboliqiuis do factcui's dis-

tincts ou non distincts, arbitrairoment clioisisparmi cos intones clefs.

Ce systome et ces clefs soront nommcs anaslrophiquas. (Ida posA, si Ic

systeme des clefs

*. P> T^ .' f\

est anasti-ophiquo, tout produit symboliquo dans loquol unc, 11161110

clefen.trera un-e ou plusicurs fois commo facteur, oll'rira uno valour

nulle. QuaHt aux produits symboliquos qu'on pourra formnr uvoc des

clefs determinees, prises dans le systeme, mais distinctes los unos dos

autres, ils ollriront tous la mome valcur nunicriquo, lours signcs
etant semblables ou contraires, suivant qu'ila seront de mome classc

ou de classes differentes. On connaitra done les rapports geometriques
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ilrs divurs prndiiihi ^viiilrnliipicH dans lt'Hn|ind onliTrwil. Ins nivuuis
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precisement celle qu'on oblient lorsqu'on projcttc sur Irois plans roc-

tangulaires la surface d'un triangle dont les trois sommets nut pour

coordonnees respective les quantiles

t qu'on egale Ic carre clc colte surface a la somme des carres ile ses

trois projections.

Si des troissyslfemos de clefs anastrophiques

. (5, Y, ..., v;; X.
|/,

v, ..., ^; A, M. N, ..,, 1.

leLrofSieme coincide avec le premier, les equations (17), reduiles a la

forme
I y.

--
a

,
A -i-

h, |J.
-I- <:,

v -i- , . , -i- li
, YJ,

\ S :~: a,),-h I), j. -!-(;., v -)- . . .-I- li,Yy,

ne devront pas diflerer do celles qui se deduiraicnl des formnlcs (i)

resolues par rapport ;i
, t3, y -r\.

Dans le memo cas, la for-

muio (i5) donnera

et Ton pourra, en consequence, enoncer la proposition suivanle :

TmionfiME V. Soient

! $ Y' r*'< ' i
' l

J
->

y 's

; systemes composes cJwcun de n variables, et snpposonx lex variables

),,
[t, v, . . . , ? rcprfaentces par des fonctions lin&aires et homog&nes de

a, (3,
)',

.. .
, Y).

Onpourra, pour Vordinaire
t exprimer anssi a, p, y,...,Y|

en fotictions lin^airex et de X, p., v, . . . , ; ef /e,v f/cwa; table.a tix formes :

i avec les coefficients de a, (3, Y, .-> 'r\
dans les valeurs de X, [j,, v, ...,^;

2 nwc fci
1

coefficients dc A, [j., v, ...,<; rffl/w /e^ valours de a
, p, y, . . .

, YJ ,

auront pour resultantes algibriques deu& quanlites dont le produit sera

I'unite.
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Or, si dans cos derniercs formulas on rcmplace les produils symbo-

liques

dont le nomltre est^ --
par autantde clefs nouvollfis of. anastro

phiques

alors*, X,
XF. ..., LI seront dcs i'oiictions linoairos de nes clef's qui,

prises pour valeurs dc, fJ, Y
r
i>
vnrificrontln fonnulc (i3). Alors

niissi, on iiUribiiant a a, p, 7, . . ., '/j
ces monies valours dans les fat--

tiuirs iJ., v, ...,;, on tircra du soeond Ihoorftme

On peul d'ailleurs aniinlor plusieurs dcs nouvcllcs defy et rcduiro

iiinsi leurs valours a n i. On doit suriout remarquor Ic cas ou Ton

n'attribue des valeurs distiuctcs de xero qu'a celles qu'oti subsiituc

aux 7i i produits symboliques

Dans ce cas particulier,
les formules (iS

1

) donncront.

et Ton aura, par suite,

([8) |XF...U =(-i)- 1

rt
1
//

1 ...A', <p;

Done alors la formule (i(i) donnera

, . _ ,, I
| fJLV

. . . g

\'y/ ~~~
\ I i. ... i

pourvu quo dans les fonctions de a, (3, ^ YJ, representees par p.,

v, . . ., c, on pose

Si, pour fixer les idees, on suppose n = 3, la fbrmule (tcj) donnera
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lions (i) dc, In formule (a), il suf'fil d'y nimplacer 1'un des facteurs

variables a, p, 7, . .., /| par I'nnitc, enannulant tons les autres.

Concevons maintenant que les n facteurs variables a, p, 7, . . .
, r,

soient des clefs unaslropliiqucs. Les Ibnctions lineaires do a, p, 7 , V|,

represents par >., [A, v, . . ., :, seront encore desulefs anaslropliiquns;

til com me on aura, par suitn,

on pourra evideminent oliminerde I'oquation (a), I'inconnue .r, tin

multiplianf, Q par ),, I'inconnue y, en multipliant il par |J.,
. ,.,

rinconnuo \v
t
en multipliant 0. par ?. Done, pour olimincr toutes les

inconnues, it I'cxception d'une senle, il sufflra de mulliplier la lone-

Lion il par les coefficients (les autres inconnues dans cette memo

fonction. On eliininera, par example,/, ;, ...,w dc la 1'ormule (a),

en multipliant par le
prodtiil, p...,;, ou ce produif par U. On

obl.iendra ainsi I'equation

que la formule (4) reduira eifectivemeni a

et, puisquc la valour de x peut elre arhitrairemenl, choisie, la for-

mule ((i)
entrahierala suivante :

qui sera precisement 1'equalion de condition a laquelle devronl salis-

faire les cocfficienls des inconnues dans les valeurs donnces dc A', }',

/ W.

Si, pour fixer les id6es, on suppose ces coefficients reprcsentes par

les divers tennes du tableau (i) du pavagraphe precedent, en sorlc

que Ton ait
'

..I' (VT + ^j'-h^s -h . . . + A
4 (V,

y ~ a t 'V + b*y -I- ft s -h . . . + A, i-f,

>}' + U;\Z 4-. .4- A 3 (V,
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(o iHanL une nouvclle 1'onelion lineaire dc , f), y, ..., /, ; et liqua-

tion (f>) donnera

'i
* ' *

par consequent,

(
I -4 I

.7'
-

Si 1'onclusigiie par/
1

,, /'.,, ..., /.' les valeurs que [jrend successive-

inent la constante A dans la promise, la seconde, etc., la derniere des

Equations donnees, cm aura

et, on substiluant dans la i'ormulc (12) les valours lies produits symbo-

litjiies qii'o.lle renl'ermo, on relrouvera liquation connue

Lorsque les equations lineairtis proposeos sout numeriques, 1'emploi

clfts clefs auasti'ophiques permel de calculer dircctomenl les valeur.s

des inconnuos, sans que Ton soil oblige dc recount1 aux Cormnlcs

gen6rfiles, c'est-a-dire a 1'equation (it\) et aux equations analogues.

GoLicevous, pour fixer los idees, qu'il s'agisse de resoudre les equa-

tions

De ces equations respectivemcnt mulfipliees par a, p, Y,puisajonlees

Tune ii I'fiutrft, on tirera

(16) la- + iJ._y+ yE = oi,

les valeurs de X, a, v, w etant

/ = + 3(5 -i- aYi

y =
oj= -|- 3(3 -h !JY,
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Sur l<\s divers arcs
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colJtiiyenU:, [in in- st'.eanLo on cosecanle, line qiuvnLile geomelriqiie donneo.
,'1/17

I. Sur les diverses racines des equations sin = o, cost = o.... 8/1 S

II. Sur les diverses racincs dcs equations sin Z= 3, nos /.= 5. . . . 3
/if)

UK Sur los diverses racines (les equations langZ 3, cotZ s,,. 35?..

IV. Sur les diversos racines des equations sec 7, 5, CQ^Gc7. = z. 3;j5

V. Resume 356
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Snr les rnnnlions ccmtinues tie i|iitinliles algebriques on ycomelriques 3(i;

I. Considerations ^eneralcs ^h;

II. Snr les fonctions continues flc (|nanLiLes algebru|iii!s 067
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